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iNotations
– E : ope´rateur d’espe´rance mathe´matique
– XT : conjugue´ de X
– X¯ : transpose´ de X
– X∗ : conjugue´ transpose´ de X: X¯T
– V ∗ : espace dual de V
– log : logarithme naturel
– Tr : la trace d’une matrice
– ∂t : de´rive´e partielle temporelle
∂
∂t
– [Dij ]: matrice D d’e´le´ment Dij
– Mat
R
(n, n) espace des matrices re´elles de dimension n× n
– Mat
C
(n, n) espace des matrices complexes de dimension n× n
– on note le vecteur (x1 x2)
T par (x1, x2)
iii
Abre´viations
– v.a.: variable ale´atoire
– p.s.: presque suˆrement
– i.i.d.: inde´pendants identiquement distribue´s
– ssi: si et seulement si
– ddl: degre´(s) de liberte´
– EDS: e´quation diffe´rentielle stochastique
– EDSI: e´quations diffe´rentielles stochastiques d’Itoˆ
– EDA: e´quation diffe´rentielle ale´atoire
– EFP: e´quation de Fokker-Planck
– SDA: syste`me dynamique ale´atoire
– EDO: e´quation diffe´rentielle ordinaire
– FAG: forces ae´rodynamiques ge´ne´ralise´es
– EF: e´le´ments finis
– CFD: computational fluid dynamics
– LCO: limit cycle oscillation(s) (oscillation(s) de cycle limite)
1Introduction
Contexte de la recherche Cette recherche s’inscrit dans le cadre de la pre´vision
des instabilite´s de flottement des avions. L’analyse ae´roe´lastique, en effet, joue un roˆle
majeur dans la conception et la certification des avions civils. Le couplage ae´roe´lastique
entre la structure et le fluide apparaˆıt car les mouvements de la structure au sein de
l’e´coulement ge´ne`rent des efforts induits. De plus, la turbulence dans la couche limite
atmosphe´rique apporte, quant a` elle, une contribution aux forces ae´rodynamiques. Son
effet sur les avions peut aller du simple inconfort pour les passagers jusqu’a` la des-
truction de l’appareil pour les tre`s fortes intensite´s de turbulence qui sont ne´anmoins
rares. D’ou` l’importance pour les constructeurs et les services e´tatiques qui certifient
les avions de pouvoir mode´liser finement ces phe´nome`nes physiques.
Les instabilite´s de flottement, on vient de le voir, sont donc des instabilite´s ae´roe´-
lastiques d’un syste`me couple´ fluide-structure. Les oscillations de la structure sont
induites par l’interaction entre l’e´coulement et les modes e´lastiques de la structure.
Les deux types de flottement le plus souvent cite´s dans la litte´rature (par exemple
Fung [43]) sont d’une part le flottement de de´crochage (stall flutter) qui se produit
quand il y a se´paration de l’e´coulement du profil. Le de´collement du flux entraˆıne alors
des re´actions ae´rodynamiques non line´aires par rapport au mouvement de la structure.
En ce qui concerne les ailes d’avion, une se´paration se produit notamment pour des
angles d’incidence importants. Ce type de flottement, qui est duˆ a` des non-line´arite´s
ae´rodynamiques, ne fait pas l’objet de ce travail. Le deuxie`me type de flottement est
le flottement bimode (coalescence flutter) qui est lie´ a` l’existence de deux fre´quences
propres voisines, en ge´ne´ral les modes de flexion et de torsion, qui sont mises en
co¨ıncidence pour une certaine gamme de vitesses de l’e´coulement. Contrairement au
flottement de de´crochage, le flottement bimode peut se produire meˆme pour des angles
d’incidence faibles.
Le phe´nome`ne de flottement et l’influence que peuvent avoir des non-line´arite´s struc-
turales sur ce dernier ont e´te´ mis en e´vidence par un grand nombre d’auteurs. Ces
travaux concernent aussi bien l’aspect the´orique que des e´tudes expe´rimentales. Lors-
qu’on se place dans un cadre simplifie´ line´aire, l’analyse du syste`me couple´ pre´dit que,
en pre´sence de petites perturbations et pour une certaine valeur critique Pcrit d’un
parame`tre caracte´ristique de l’e´coulement, l’amplitude des oscillations croit exponen-
tiellement. Le syste`me subit alors une instabilite´ appele´e flottement conduisant a` sa
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rupture. Remarquons que le parame`tre caracte´ristique de l’e´coulement ge´ne´ralement
choisi est la vitesse de l’e´coulement en amont ou la pression totale. D’un point de
vue mathe´matique, et toujours en se plac¸ant dans un cadre line´aire, les mouvements
du syste`me couple´ sont solution d’un syste`me diffe´rentiel line´aire. Dans ce contexte,
le flottement apparaˆıt quand la plus grande partie re´elle d’une valeur propre de ce
syste`me dynamique (auparavant ne´gative) devient positive.
Si l’on prend en compte des non-line´arite´s d’origine structurale ou ae´rodynamique, le
comportement dynamique du syste`me couple´ est plus complexe. Au lieu d’un de´part
directement en flottement, on peut observer des oscillations pe´riodiques pour une cer-
taine gamme de valeurs du parame`tre. Ces oscillations sont appele´es les oscillations
de cycles limites (LCO comme Limit Cycle Oscillations). En outre, la stabilite´ du sys-
te`me couple´ est sensible a` un bruit venant perturber l’un de ses parame`tres. On parle
alors de bruit multiplicatif. La turbulence atmosphe´rique en est un exemple comme
on le verra par la suite. Il existe deux sources de turbulence, d’une part la turbulence
induite par le profil lui-meˆme (vortex de sillage, de´collement de l’e´coulement, couche
limite) et d’autre part les fluctuations turbulentes de la vitesse de l’e´coulement (la
turbulence atmosphe´rique). On s’inte´resse ici au deuxie`me phe´nome`ne, c’est-a`-dire a`
l’influence de fluctuations ale´atoires de la vitesse en amont du profil.
Des travaux concernant la stabilite´ de profils d’avion dans un e´coulement avec turbu-
lence atmosphe´rique ont e´te´ entrepris re´cemment par Poirel et Price [85] [83]. Leurs
e´tudes concernent la stabilite´ d’un profil bidimensionnel a` deux degre´s de liberte´ (ddl)
soumis a` la turbulence atmosphe´rique. Les forces ae´rodynamiques sont obtenues en
introduisant la composante fluctuante dans les expressions e´tablies par Theodorsen et
Ku¨ssner. Ces e´quations approche´es s’appliquent pour un fluide incompressible dans
le domaine subsonique. Cependant, seules des structures bidimensionnelles a` peu de
degre´s de liberte´s sont traite´es. Poirel et Price appliquent des sche´mas nume´riques
classiques (me´thode de Runge-Kutta d’ordre 4) malgre´ le fait que le processus sto-
chastique mode´lisant leur bruit est continu mais non-diffe´rentiable. C’est pour cette
raison qu’un point important de ce travail consiste a` e´tudier plus rigoureusement les
syste`mes dynamiques engendre´s ainsi que les diffe´rentes possibilite´s de simulation tem-
porelle. Par ailleurs, la de´marche de Poirel et Price ne peut pas se ge´ne´raliser a` des
situations plus complexes et en particulier a` des structures d’avions comple`tes.
Enfin, il nous aparaˆıt important de nous pencher sur la mode´lisation de la non-line´arite´
de jeu qui, la plupart du temps, est introduite de manie`re trop simpliste.
Objectifs de la recherche L’enjeu de cette the`se est d’ame´liorer et d’affiner les me´-
thodes de calcul de flottement en prenant en compte un bruit ale´atoire qui mode´lise
la turbulence atmosphe´rique. Ainsi, ce travail a pour but de de´velopper des me´thodo-
logies permettant d’e´valuer et si possible de quantifier l’impact de la turbulence (ou
d’autres bruits multiplicatifs tels que les incertitudes ae´rodynamiques) sur la stabilite´
d’un avion en pre´sence, ou non, de non-line´arite´s structurales.
3La composante longitudinale de la turbulence, en se rajoutant a` l’e´coulement moyen, va
perturber la vitesse de cet e´coulement. Ainsi, agissant sur les parame`tres du syste`me,
elle va devenir, dans le cas ou` la turbulence est mode´lise´e par un processus ale´atoire,
ce qu’on appelle une excitation ale´atoire multiplicative. La turbulence verticale, quant
a` elle, agit comme force exte´rieure. On parle dans ce cas de bruit additif. On est alors
amene´ a` e´tudier la stabilite´ de syste`mes ae´roe´lastiques en pre´sence de bruits ale´atoires
multiplicatifs et additifs. Cependant, les me´thodes classiques d’analyse de la stabilite´
ne sont plus applicables puisqu’on travaille avec des matrices ale´atoires. L’analyse de
la stabilite´ doit alors eˆtre effectue´e a` l’aide de me´thodes adapte´es.
La stabilite´ des syste`mes ae´roe´lastiques est e´galement tre`s sensible a` la pre´sence de
non-line´arite´s structurales concentre´es, tel un jeu dans la liaison aile-gouverne. C’est
pour cette raison qu’il est important de les prendre en compte dans la mode´lisation.
Jusqu’a` pre´sent, ces non-line´arite´s ne sont prises en compte que tre`s grossie`rement, par
exemple en introduisant un ressort non line´aire. Il semble alors important d’affiner les
mode`les afin de pouvoir e´tudier plus correctement le comportement vibratoire ainsi que
la stabilite´. Remarquons e´galement qu’il s’agit, dans le cas du jeu, d’une non-re´gulari´te´
plutoˆt que d’une non-line´arite´, puisque le syste`me couple´ peut eˆtre conside´re´ comme
un syste`me dynamique ou` certains ddl sont soumis a` des contraintes ge´ome´triques.
En re´sume´, les objectifs principaux de cette e´tude sont les suivants:
1. Mise en e´quation du syste`me couple´ ae´roe´lastique en pre´sence de la turbulence
atmosphe´rique.
2. Mode´lisation mathe´matique et physique d’une non-re´gularite´ telle que le jeu.
3. E´tude de me´thodes adapte´es a` l’analyse de la stabilite´ de syste`mes dynamiques
ale´atoires.
4. De´veloppement de mode`les re´duits et de me´thodes nume´riques adapte´s aux pro-
ble`mes complexes et de grande taille apparaissant en ae´ronautique.
5. Imple´mentation des me´thodologies de´veloppe´es et adaptation a` des codes de
calcul existants.
6. E´tude de l’influence de la turbulence sur la stabilite´ et le comportement dans le
cas non line´aire avec jeu (bifurcations, oscillations de cycles limites, etc.).
Strate´gie propose´e La taille et la complexite´ des proble`mes traite´s ici, et plus ge´ne´-
ralement en ae´ronautique, exigent de travailler avec des mode`les re´duits. Par ailleurs, la
mode´lisation des forces ae´rodynamiques qui s’appliquent a` la structure doit permettre
l’introduction de la turbulence en tant que processus stochastique.
En pratique, on effectue une re´duction de mode`le d’une part pour la partie structure
et d’autre part pour la partie fluide. Pour la discre´tisation de la partie structure, on
utilise la me´thode des e´le´ments finis. La re´duction du mode`le est obtenue a` l’aide d’une
projection sur la base modale tronque´e (basses fre´quences) de la structure. Les forces
ae´rodynamiques intervenant dans le couplage fluide-structure sont en principe obte-
nues en re´solvant de manie`re couple´e les e´quations re´gissant le fluide et les e´quations
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de la structure. Afin de pouvoir effectuer des e´tudes parame´triques, il est ne´anmoins
ne´cessaire de de´velopper des mode`les ae´rodynamiques re´duits, ce qui diminue consi-
de´rablement le couˆt nume´rique par rapport a` un calcul classique par simulation tem-
porelle. Les forces ae´rodynamiques ge´ne´ralise´es sont ainsi de´termine´es pour un certain
nombre de mouvements harmoniques de la structure qu’on impose. Afin de pouvoir
prendre en compte les fluctuations spatiales (le long de l’aile) du champ ale´atoire mo-
de´lisant la turbulence, on sera amene´ a` conside´rer une formulation par tranches des
forces ae´rodynamiques.
Comme on le verra au chapitre deux, le syste`me couple´ re´duit peut eˆtre mode´lise´
par une e´quation diffe´rentielle ale´atoire excite´e par un bruit multiplicatif. Cette e´qua-
tion peut eˆtre e´tudie´e dans le cadre de la the´orie des syste`mes dynamiques ale´atoires
ce qui nous permet d’utiliser ses outils puissants. S’agissant d’une excitation par un
bruit re´el (dit aussi colore´), on peut conside´rer l’e´quation diffe´rentielle ale´atoire tra-
jectoire par trajectoire comme une e´quation diffe´rentielle ordinaire. La stabilite´ d’un
point d’e´quilibre peut eˆtre analyse´e a` l’aide des exposants de Lyapunov qui donnent
les taux d’expansion du syste`me et ge´ne´ralisent ainsi la notion de partie re´elle des
valeurs propres. Ne´anmoins, les mode`les re´duits ae´roe´lastiques sont toujours relative-
ment complexes et de dimension supe´rieure a` trois. Ceci rend difficile, voire impossible,
l’obtention d’une expression analytique pour le plus grand exposant de Lyapunov. On
opte alors pour un calcul par des me´thodes nume´riques (ite´ratives). On sera amene´
a` construire des trajectoires par simulation en inte´grant nume´riquement le syste`me
diffe´rentiel de´crivant le mouvement de la structure. La convergence et la pre´cision
des sche´mas nume´riques adapte´s a` la re´solution des e´quations diffe´rentielles ale´atoires
obtenues seront e´tudie´es.
Dans une deuxie`me partie de ce travail, on s’inte´resse a` la mode´lisation des non-
re´gularite´s structurales concentre´es telles qu’un jeu dans la liaison aile-gouverne. Comme
on l’a e´voque´, le jeu a une influence majeure sur le comportement vibratoire ainsi que
sur la stabilite´ du syste`me ae´roe´lastique.
On proposera alors une me´thode originale qui a recours d’une part a` la formula-
tion par e´quations multivoques du proble`me et d’autre part une me´thode de sous-
structuration permettant d’isoler les parties non line´aires (ou plutoˆt non re´gulie`res
puisqu’il s’agit d’un jeu). On effectuera une sous-structuration selon la me´thode de
Craig et Bampton afin de pouvoir conside´rer se´pare´ment les parties structurales com-
portant les non-re´gularite´s et les parties re´gulie`res line´aires. Cette formulation nous
permettra d’appliquer directement les de´veloppements the´oriques concernant la dyna-
mique non re´gulie`re due aux contacts introduits originellement par Moreau dans les
anne´es 80. Plus pre´cise´ment, la formulation des proble`mes de contact de´veloppe´e par
Moreau est une formulation ge´ne´rale de la dynamique fonde´e sur l’analyse convexe.
Elle nous permettra d’e´crire le syste`me sous forme d’une inclusion diffe´rentielle parti-
culie`re et ainsi d’obtenir les vitesses post-impact par le biais d’une projection.
5Organisation de la the`se Ce travail de the`se est constitue´ de sept chapitres:
Le premier chapitre comporte d’une part une e´tude bibliographique concernant la
mode´lisation et l’e´tude des syste`mes ae´roe´lastiques. D’autre part, on pre´sente une
revue des cas ou` l’exposant de Lyapunov a e´te´ applique´ afin d’e´tudier la stabilite´ d’un
syste`me me´canique.
La mode´lisation du syste`me ae´roe´lastique et plus particulie`rement des deux parties,
fluide et structure, est pre´sente´e dans le deuxie`me chapitre. On montre comment le
bruit repre´sentant la turbulence atmosphe´rique peut y eˆtre introduit. Dans le but
d’introduire e´galement les fluctuations spatiales le long de l’aile, on de´veloppe une
formulation par tranches des forces ae´rodynamiques.
Dans le troisie`me chapitre, le processus stochastique mode´lisant la turbulence est ca-
racte´rise´ et de´crit mathe´matiquement. La re´alisation diffe´rentielle des trajectoires de
ce processus par la me´thode de markovianisation approche´e est explique´e.
Le chapitre quatre est consacre´ a` l’introduction des notions importantes relatives a` la
the´orie des syste`mes dynamiques ale´atoires. On de´finit ensuite la stabilite´ au sens de
Lyapunov ainsi que des nombres caracte´ristiques particuliers, les exposants de Lya-
punov, qui permettent d’e´tudier la stabilite´ des syste`mes ae´roe´lastiques construits
auparavant. Le cas des syste`mes dynamiques non line´aires est e´galement traite´, avec
notamment la de´finition de la bifurcation stochastique. Finalement, on e´voque les
me´thodes possibles de simulation nume´rique ainsi que l’imple´mentation de ces me´tho-
dologies.
Le chapitre cinq comporte les re´sultats obtenus pour deux cas de figure: d’abord l’ap-
plication des me´thodes de´veloppe´es a` un profil d’aile bidimensionnel avec et sans non-
line´arite´ de jeu puis l’application a` un mode`le simplifie´ d’un avion civil gros-porteur.
Une mode´lisation mathe´matique ainsi que des me´thodes nume´riques pour des struc-
tures comportant une non-re´gularite´ telle qu’un jeu dans les liaisons avec les surfaces
de controˆle sont pre´sente´es dans chapitre six. Les de´veloppements faits sont ensuite
applique´s a` un mode`le comportant un jeu dans la liaison aile-gouverne. Le mode`le
e´tudie´ est celui d’une maquette non line´aire qui a fait l’objet de plusieurs campagnes
d’essais a` l’ONERA.
Le chapitre sept apporte les conclusions ainsi que des perspectives d’ouverture pour
de futures recherches.
Pour finir, certaines informations plus the´oriques, qui peuvent eˆtre utiles a` la compre´-




1.1 E´tat de l’art de l’analyse ae´roe´lastique
Dans les anne´es 30, les premiers mode`les mathe´matiques destine´s aux calculs de re´-
ponses ae´rodynamiques instationnaires ont e´te´ introduits par Wagner (1925), Ku¨ssner
(1929) et Theodorsen (1934). Ils de´veloppe`rent des me´thodes permettant le calcul des
forces ae´rodynamiques pour un profil bidimensionnel dans un e´coulement incompres-
sible subsonique. Ces me´thodes, qui s’appuient sur l’utilisation de fonctions indicielles,
permettent de calculer les forces ae´rodynamiques dans le domaine fre´quentiel d’un pro-
fil soumis a` une rafale discre`te (fonction de Wagner [110]), a` un saut unitaire de l’angle
d’attaque (fonction de Ku¨ssner [63]) ainsi que pour un profil soumis a` un mouvement
sinuso¨ıdal (fonction de Theodorsen [106]). L’analyse de la stabilite´ est ge´ne´ralement
effectue´e dans le domaine fre´quentiel. Breitbach [25] a e´te´ parmi les premiers dans
les anne´es 70 a` introduire des non-line´arite´s structurales dans ces mode`les. Les non-
line´arite´s de jeu, qui sont ge´ne´ralement pre´sentes dans les liaisons des surfaces de
controˆle, sont alors mode´lise´es par un ressort non line´aire. Pour des oscillations har-
moniques, ce ressort non line´aire est remplace´ par un ressort e´quivalent line´aire. On
parle aussi de ’fonctions descriptives’ car on mode´lise la non-line´arite´ par une fonction
line´arise´e dans le domaine fre´quentiel.
Les progre`s dans l’informatique ont permis de mode´liser des structures plus complexes
par la me´thode des e´le´ments finis. Cependant, ceci a rendu inapplicable la de´termina-
tion de solutions analytiques simples comme celles de´crites ci-dessus. L’objet de l’e´tude
e´tant un avion complet et non plus un profil d’aile bidimensionnel, il est ne´cessaire de
de´velopper des me´thodes nume´riques approprie´es pour l’ae´rodynamique. Par ailleurs,
pour les calculs de re´ponse dynamique et de flottement, il est crucial de de´velopper
des mode`les re´duits, surtout si des e´tudes parame´triques sont envisage´es.
Des me´thodes nume´riques pour le calcul de re´ponses ae´rodynamiques instationnaires
line´aires, dans le domaine des fre´quences, ont alors e´te´ de´veloppe´es pour le domaine
subsonique. La me´thode la plus utilise´e aujourd’hui est la me´thode dite des doublets
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[1], ou` les surfaces portantes de la structure sont discre´tise´es par des panneaux rectan-
gulaires. L’analyse dynamique n’est effectue´e que pour un certain nombre de modes
propres de la structure pre´alablement choisis. Les forces ae´rodynamiques ge´ne´ralise´es 1
(FAG) sont obtenues sous l’hypothe`se que le champ de pression ae´rodynamique ainsi
que la re´ponse de la structure soient harmoniques de fre´quence ω. On peut ainsi de´ter-
miner la matrice d’influence ae´rodynamique ge´ne´ralise´e H(ω) pour un certain nombre
de fre´quences ω afin de pouvoir e´crire les FAG dans le domaine fre´quentiel comme
Fˆ(ω) = H(ω)qˆ,
ou` on a note´ qˆ la transforme´e de Laplace du vecteur des coordonne´es ge´ne´ralise´es de
la structure.
Ge´ne´ralement, l’analyse de la stabilite´ est effectue´e directement dans le domaine fre´-
quentiel. Les FAG calcule´es pour un certain nombre de fre´quences peuvent e´galement
eˆtre lisse´es par approximation a` l’aide de fractions rationnelles [92], [54]. Si l’analyse
ae´roe´lastique doit eˆtre effectue´e dans le domaine temps (par exemple en pre´sence de
non-line´arite´s structurales concentre´es), les FAG approche´es par fractions rationnelles
dans le domaine des fre´quences peuvent eˆtre transforme´es en forces temporelles par
transformation de Fourier inverse. Notamment, la me´thode de Karpel [54] permet la
mise sous forme d’e´tat du syste`me couple´ ae´roe´lastique en utilisant un nombre re´duit
de variables supple´mentaires (variables d’e´tat).
Le progre`s des codes CFD (Computational Fluid Dynamics) a permis d’incorporer ces
derniers dans l’analyse ae´roe´lastique et on parle alors de Computational Aeroelasticity
(CA). On couple alors un code de calcul d’e´le´ments finis (EF) pour la partie structure
avec des codes CFD pour la re´solution dans le domaine fluide. Ces me´thodes sont
ne´cessaires si des non-line´arite´s ae´rodynamiques en re´gime transsonique comme les
ondes de choc, la couche limite ou encore une se´paration de l’e´coulement doivent eˆtre
mode´lise´es. Il est clair que ce genre de non-line´arite´ ae´rodynamique ne peut pas eˆtre
pris en compte par la the´orie line´aire mais le couˆt important des calculs CFD reste
un obstacle majeur a` leur utilisation industrielle. En effet, l’analyse de la stabilite´ ae´-
roe´lastique ne´cessite une inte´gration sur de longs intervalles de temps. Des me´thodes
de re´duction de mode`le ont alors e´te´ de´veloppe´es. Ces me´thodes permettent d’obte-
nir des mode`les de taille re´duite a` partir de calculs CFD tout en gardant l’essentiel
de la dynamique du syste`me. Les me´thodes de re´duction de mode`le ae´rodynamique
comprennent notamment la me´thode dite POD (Proper Orthogonal Decomposition:
il s’agit d’une re´duction a` l’aide d’une base de Karhunen Loe`ve) [68], la me´thode de
Volterra pour les syste`mes non line´aires [100] ou encore des me´thodes d’identification,
voir par exemple [32]. L’activite´ de recherche concernant les me´thodes de re´duction de
mode`les ae´rodynamiques est passe´e en revue dans l’article de Lucia et al. [68].
Paralle`lement, la line´arisation de mode`les ae´roe´lastiques non line´aires peut eˆtre un
outil essentiel pour la compre´hension de la nature et de la grandeur des phe´nome`nes
1. On de´signe par FAG la projection des pressions ae´rodynamiques sur les modes propres de la
structure.
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ae´roe´lastiques non line´aires. Une approche possible consiste a` conside´rer une petite
perturbation (line´aire) par rapport a` un e´tat non line´aire stationnaire. Dans ce genre de
mode´lisation on line´arise par rapport a` la variable temp; l’e´coulement stationnaire peut
cependant contenir des chocs ainsi qu’une se´paration de l’e´coulement. A l’ONERA, le
code REELC est base´ sur les e´quations d’Euler line´arise´es [74]. Les FAG sont obtenues
en imposant un mouvement harmonique a` la structure et en ne gardant que le premier
harmonique de chaque re´ponse (me´thode du premier harmonique). En effet, dans le cas
ou` les non-line´arite´s structurales sont pre´ponde´rantes, l’approche line´arise´e en temps
est suffisante pour l’e´tude dynamique [39].
Les oscillations de cycle limite Les oscillations de cycle limite (LCO, Limit Cycle
Oscillations) sont des oscillations harmoniques entretenues, provoque´es par des non-
line´arite´s de mode`le qui peuvent eˆtre d’origines varie´es. On distingue notamment les
non-line´arite´s de nature ae´rodynamique et de nature structurale. La non-line´arite´
structurale la plus e´tudie´e est le jeu, ge´ne´ralement pre´sent dans les liaisons voilure-
surfaces de controˆle. Une autre cate´gorie de non-line´arite´s structurales provient des
non-line´arite´s ge´ome´triques comme, par exemple, le raidissement ge´ome´trique des
plaques.
Les cas de LCO induites par un jeu sont bien connus expe´rimentalement et aussi par
des e´tudes the´oriques, mais les cas observe´s sur des structures en service sont rarement
rendus publique par les constructeurs [39]. En fait, ces oscillations entretenues sont
ge´ne´ralement de faible amplitude. Ne´anmoins, elles contribuent a` la fatigue des compo-
sants de la structure et peuvent ainsi provoquer une ruine a` long terme. Ce phe´nome`ne
d’oscillations de cycle limite a e´te´ e´tudie´ par un grand nombre d’auteurs. Les e´tudes
concernent principalement un profil d’aile 2D soumis a` une ae´rodynamique subsonique
ou` la non-line´arite´ de jeu est mode´lise´e par un ressort non line´aire ou line´aire par mor-
ceaux. L’e´tude de la stabilite´ d’un profil bidimensionnel peut alors eˆtre effectue´e par
inte´gration temporelle (diffe´rences finies, par exemple Kousen&Bendikson [59]) ou en
mode´lisant la non-line´arite´ dans le domaine des fre´quences par une fonction line´aire se-
lon la me´thode des fonctions descriptives (Breitbach [25], Tang& Dowell&Virgin [105]
et d’autres). Les deux types de mode´lisation ont e´te´ e´tudie´s et compare´s par exemple
par Price et al. [91]. Par ailleurs, des me´thodes analytiques issues de la the´orie de la
bifurcation des syste`mes dynamiques non line´aires, comme la re´duction sur la varie´te´
centrale, ont e´te´ applique´es au profil bidimensionnel [67] mais ce sont des me´thodes nu-
me´riquement peu efficaces pour des syste`mes quelconques et de taille plus importante.
Dans les deux re´fe´rences cite´es ci-dessus, les forces ae´rodynamiques sont mode´lise´es
par les fonctions de Theodorsen et Wagner [43].
Bae, Inman et Lee [13] e´tudient la stabilite´ d’une aile avec gouverne dans le cas ou`
la structure est discre´tise´e par la me´thode des e´le´ments finis en combinaison avec une
me´thode de masse fictive pour la re´duction du mode`le. Les forces ae´rodynamiques
dans le domaine subsonique sont calcule´es par une me´thode de doublets hybrides, en
utilisant l’approximation par fractions rationnelles de Karpel [54], afin d’obtenir un
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mode`le re´duit pour les forces ae´rodynamiques. Le jeu est pris en compte par une force
de rappel non line´aire.
Bauchau, Rodriguez et Bottasso [17] conside`rent le mode`le d’une aile d’avion avec
jeu dans la gouverne, dans le cadre de la dynamique multi-corps, s’appuyant sur une
me´thode aux e´le´ments finis. Les forces ae´rodynamiques sont de´termine´es selon une
me´thode de´veloppe´e par Peters et al. [81].
Des e´tudes plus re´centes concernent la prise en compte de non-line´arite´s structurales et
ae´rodynamiques dans un e´coulement transsonique. Dans [59], [37] et plus re´cemment
[40], les calculs sont effectue´s pour profil 2D en utilisant les e´quations d’Euler. Dowell
et al. [40] utilisent la me´thode de POD afin d’obtenir un mode`le re´duit. Dans ces
approches, on ne´glige la viscosite´ et par conse´quent, les re´sultats ainsi obtenus ne
permettent pas de prendre en compte la couche limite ou encore de de´crire le cas ou`
un de´collement de l’e´coulement a lieu.
1.2 Analyse de la stabilite´ (stochastique) a` l’aide de l’ex-
posant de Lyapunov
Lorsqu’on introduit un bruit ale´atoire dans les parame`tres d’un syste`me ae´roe´lastique
ou d’autres syste`mes me´caniques, il est ne´cessaire de trouver des me´thodes approprie´es
pour l’e´tude de leur stabilite´ car les me´thodes classiques ne sont pas applicables a` ce
type d’e´quations excite´es par un bruit ale´atoire multiplicatif. Il faut alors se tourner
vers des me´thodes issues de la the´orie des syste`mes dynamiques ale´atoires. L’outil
pratique est le plus grand exposant de Lyapunov (voir chapitre 4) qui prend des va-
leurs ne´gatives si le syste`me dynamique sous-jacent est stable. Ge´ne´ralement, on parle
simplement d’exposant de Lyapunov au lieu d’expliciter qu’il s’agit du plus grand
exposant.
Il existe plusieurs publications traitant de la stabilite´ des ponts souples a` grande porte´e
soumis au vent turbulent. La turbulence longitudinale est introduite dans ces mode`les
en rajoutant une partie fluctuante a` la vitesse moyenne de l’e´coulement. Dans ces
travaux, la stabilite´ de profils de ponts a` deux ou au maximum trois degre´s de li-
berte´s (donc des mode`les de petite taille) est e´tudie´e. L’excitation par la turbulence
atmosphe´rique est prise en compte de manie`re simplifie´e en l’assimilant a` un bruit
blanc [66], [29]. Ensuite la stabilite´ de la fonction d’autocorre´lation du processus so-
lution est e´tudie´e. Dans ce but, les termes contenant le bruit sont simplifie´s de fac¸on
a` obtenir une e´quation diffe´rentielle stochastique line´aire par rapport a` l’excitation
stochastique. Dans [28], Bucher et Lin prennent en compte e´galement l’effet de la cor-
re´lation de la turbulence le long du pont. Une e´tude de Li et Lin [65] porte sur une
excitation par un processus stochastique stationnaire borne´. Les auteurs utilisent une
me´thode d’approximation utilisant des synthe`ses temporelles (en anglais, on parle de
”time averaging”) et aboutissent ainsi a` une expression analytique du plus grand ex-
posant de Lyapunov en fonction de la bande de fre´quence d’excitation (a` bande large
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ou e´troite). Dans tous les travaux cite´s, la partie fluctuante de la vitesse du vent est
introduite dans l’expression des forces ae´rodynamiques obtenues pour un e´coulement
a` vitesse constante comme introduit par Scanlan [95].
Dans [103], Sri Namachchivaya et Vedula de´veloppent des expressions approchantes
de l’exposant de Lyapunov ainsi que l’exposant de Lyapunov des moments pour un
syste`me a` quatre degre´s de liberte´. Il s’agit de cylindres soumis a` un e´coulement et au
sillage d’autres cylindres aligne´s. La turbulence du sillage est mode´lise´e par un proces-
sus stochastique. Les auteurs concluent que le syste`me e´tudie´ peut eˆtre stabilise´ par
la pre´sence d’un bruit ale´atoire, ce qui est ve´rifie´ par des observations expe´rimentales.
Most, Bucher et Schorling, [76], e´tudient la stabilite´ de structures de ge´nie civil avec im-
perfections ge´ome´triques ale´atoires a` l’aide d’une simulation nume´rique de l’exposant
de Lyapunov. L’application est faite sur une plaque rectangulaire avec imperfections
et soumise a` une force exte´rieure ale´atoire (mode´lise´e par un bruit blanc).
Des travaux concernant la stabilite´ de profils d’avion dans un e´coulement avec turbu-
lence atmosphe´rique ont e´te´ entrepris re´cemment par les chercheurs canadiens Poirel et
Price [85] [83]. Leurs e´tudes concernent la stabilite´ d’un profil bidimensionnel a` deux
degre´s de liberte´ soumis a` la turbulence atmosphe´rique. Les forces ae´rodynamiques
sont obtenues en introduisant la composante fluctuante dans les fonctions indicielles
de Theodorsen, Wagner et Ku¨ssner. La stabilite´ du syste`me couple´ ale´atoire est de´ter-
mine´e par simulation temporelle de l’exposant de Lyapunov.
Poirion [88] e´tudie la stabilite´ d’un syste`me ae´roservoe´lastique controˆle´, prenant en
compte un retard ale´atoire dans le controˆle.
Xie et Ariaratnam [114] ainsi que Castanier et Pierre [30] e´tudient le phe´nome`ne
de localisation de modes de vibration, qu’on rencontre dans les structures cycliques
en pre´sence d’imperfections ge´ome´triques ale´atoires. Le facteur de localisation qui
caracte´rise la (de´-)croissance exponentielle des amplitudes de vibration est lie´ aux
exposants de Lyapunov. En effet, le facteur de localisation correspond au plus petit des
exposants de Lyapunov positifs du syste`me dynamique discret de´crivant le transfert de
l’amplitude de vibration entre les composantes de la structure cyclique. C’est le mode
de vibration correspondant a` cet exposant de Lyapunov qui posse`de le plus petit taux
de croissance car la vibration est localise´e dans une sous-structure. Un algorithme de
Wolf et al. [112], permettant le calcul de tous les exposants de Lyapunov, est utilise´
pour ces e´tudes.
Ce passage en revue de la litte´rature concerne plus particulie`rement l’application des
exposants de Lyapunov en me´canique mais n’est pas exhaustif. On peut trouver de
nombreuses e´tudes de cas concernant des oscillateurs simples et notamment l’e´tude
de l’oscillateur non line´aire de Duffing. Plusieurs auteurs de´veloppent des expressions
approche´es de l’exposant de Lyapunov ainsi que l’exposant de Lyapunov des moments
pour des syste`mes simples a` peu de degre´s de liberte´, comme dans les travaux de Sri
Namachchivaya [103], [41], mais aussi de van Roessel et Doyle [41], et plus re´cemment
de Xie [113]. Cependant, peu de travaux concernent des syste`mes me´caniques d’une
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complexite´ arbitraire ou` une approximation analytique du plus grand exposant de
Lyapunov n’est plus possible.
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Chapitre 2
Mise en e´quation du syste`me
couple´ ae´roe´lastique
Le but de ce chapitre est de construire un mode`le re´duit du proble`me couple´ fluide-
structure nous permettant d’effectuer des e´tudes parame´triques impliquant un certain
nombre de calculs re´pe´te´s. L’analyse de la stabilite´ est base´e sur le comportement
asymptotique des trajectoires, ne´cessitant une simulation sur de longs intervalles de
temps. C’est pourquoi l’utilisation de me´thodes d’interaction indirecte s’impose ici afin
de re´duire le couˆt nume´rique. Dans ce cadre, on re´sout inde´pendamment les e´quations
des parties fluide et structure. Dans un premier temps, on construit un mode`le re´-
duit structural sur lequel des forces, appele´es forces ae´rodynamiques ge´ne´ralise´es, vont
s’appliquer. L’e´tape suivante consiste a` calculer les forces ae´rodynamiques. Un mo-
de`le d’e´tat de ces forces, faisant appel a` un nombre re´duit de variables, peut alors eˆtre
obtenu.
2.1 Mode´lisation de la partie structure
Le proble`me aux limites de l’e´lastodynamique est d’abord introduit. La construction
de la forme faible du proble`me ainsi que la discre´tisation par la me´thode des e´le´ments
finis sont ensuite rappele´es. Dans ce qui suit, la notation d’Einstein concernant la
sommation sur les indices re´pe´te´s sera utilise´e.
2.1.1 Proble`me aux limites de l’e´lastodynamique
Soit Ωs, un domaine borne´ de R
3 occupe´ par le solide. On note ∂Ωs sa frontie`re dont
une partie, qu’on appelle Γ, est fixe. On note x = (x1, x2, x3) le point ge´ne´rique dans
un repe`re carte´sien. Soit v ∈ R3 un champ de de´placement ve´rifiant les e´quations de
l’e´lastodynamique dans Ωs dont on note vi, i = {1, 2, 3} les composantes. Les forces
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Fig. 2.1 – configuration: aile encastre´e
surfaciques sur ∂Ωs\Γ sont dues a` l’e´coulement du fluide et s’expriment en fonction
de la pression exerce´e par celui-ci sur l’e´le´ment de surface: df = −pndS. Ici, n est le
vecteur unitaire exte´rieur normal a` ∂Ωs. Le proble`me aux limites de l’e´lastodynamique
s’e´crit pour i, j ∈ {1, 2, 3}:
ρ∂2t vi − ∂jσij = 0 dans Ωs,
v(x, t) = 0 sur Γ,
σij(v)nj = −p(v)ni sur ∂Ωs\Γ. (2.1)
ou` on a note´ ∂t la de´rive´e partielle par rapport a` t et σij les composantes du tenseur des
contraintes σ. Ces e´quations sont comple´te´es par les conditions initiales v(x, 0) = v0 et
∂tv(x, 0) = v˙0. Le tenseur des contraintes σ est lie´ au tenseur line´arise´ des de´formations
ǫkh(v) =
1
2(∂hvk + ∂kvh) par la loi de comportement. Par ailleurs, pour un mate´riau
viscoe´lastique a` me´moire instantane´e [46], le tenseur syme´trique des contraintes s’e´crit
σij = aijkhǫkh(v) + bijkhǫkh(v˙),
ou` le tenseur des coefficients re´els e´lastiques aijkh et celui des coefficients re´els d’amor-
tissement bijkh ve´rifient les proprie´te´s classiques de syme´trie et de positivite´.
2.1.2 Formulation variationnelle et projection de Ritz-Galerkin
On introduit d’abord l’espace H1 qui contient l’ensemble des fonctions w de´finies sur
Ωs a` valeurs dans R, de carre´ inte´grable, (w ∈ L2(Ωs)) et dont les de´rive´es partielles
premie`res sont de carre´ inte´grable (∂w/∂xj ∈ L2(Ωs)). L’espace vectoriel des fonctions
admissibles V est de´fini par:
V(Ωs) = {ν ∈ {H1(Ωs)}3| ν = 0 sur Γ}.
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Le produit scalaire sur V(Ωs) s’e´crit (v, u) =
∫
Ωs
v · udx, ou` v · u = ∑3i=1 viui et
dx = dx1dx2dx3, la norme associe´e e´tant donne´e par ‖u‖ = (u, u) 12 . Soit ν dans












m(∂2t v, ν) + c(∂tv, ν) + k(v, ν) = f(v, ν). (2.3)
Les formes biline´aires de masse, d’amortissement et de raideur, donne´es ci-apre`s, sont
positives sur V × V

















La formulation variationnelle du proble`me (2.1) s’e´nonce alors:
Trouver ν ∈ V telle que l’e´quation (2.3) soit ve´rifie´e pour tout v ∈ V.
Les formes biline´aires de´finissent des ope´rateurs line´aires auto-adjoints, continus et
positifs, tel l’ope´rateur de masse M:
M : V → V∗, <Mv, ν >= m(v, ν),
ou` V∗ est l’espace dual de V. De meˆme, on de´finit les ope´rateurs d’amortissement C
et de raideur K
< Cv, ν >= c(v, ν), < Kv, ν >= k(v, ν),
ainsi que la forme line´aire
f(v, ν) =< f(v), ν > .
Dans ce cadre, le proble`me s’e´crit
M∂2t v +C∂tv +Kv = f(v).
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Construction d’une solution approche´e On peut construire une solution appro-
che´e du proble`me (2.3) dans un sous-espace de dimension finie N note´ VN ⊂ V en
utilisant la me´thode de projection de Ritz-Galerkin. Dans ce but, on choisit une base
κ = {κ1, . . . , κN} de VN telle que tout e´le´ment vN ∈ VN puisse s’e´crire




On approche alors la fonction v dans VN par la fonction vN . De meˆme, on utilise
l’approximation de ν suivante:




En introduisant cette expression ainsi que l’approximation en dimension finie de v
dans l’e´quation (2.2), on obtient la formulation variationnelle restreinte a` l’espace VN .
2.1.3 Discre´tisation par la me´thode des e´le´ments finis
On souhaite maintenant discre´tiser le domaine Ωs par la me´thode des e´le´ment finis






ou` N est le nombre de degre´s de liberte´s (ddl) et wi sont les fonctions polynomiales
d’interpolation des e´le´ments finis qui engendrent VN (celles-ci sont choisies de telle
manie`re que wi(P
j
i ) = 1 et wi(P
j
j ) = 0 ou` P
j
i de´signe le ddl j du nœud i). Pour plus
de de´tail, le lecteur peut consulter les ouvrages de re´fe´rence, par exemple Zienkiewicz
et Taylor [120] ou Bathe et Wilson [16].
2.2 Construction d’un mode`le re´duit du syste`me couple´
Dans ce qui suit on suppose que la structure est discre´tise´e par la me´thode des e´le´ments
finis. On peut e´crire l’e´quation du mouvement de la structure line´aire soumise a` des
forces exte´rieures dues a` un e´coulement fluide comme suit:
M Q¨ + C Q˙ + K Q + (F − F0) = 0, (2.4)
Q ∈ RN est le vecteur des degre´s de liberte´, M la matrice de masse, C la matrice
d’amortissement, K la matrice de raideur. U est la vitesse moyenne de l’e´coulement
(vitesse non perturbe´e a` l’infini en amont du profil) et F−F 0 repre´sente le vecteur des
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forces ae´rodynamiques qu’on calcule en sommant les pressions applique´es sur chaque
e´le´ment. Le de´placement totale Q˜ se compose d’une partie statique ainsi que de la
partie dynamique Q˜ = Q0+Q. La de´forme´e statique Q0 est due a` la partie stationnaire
des forces ae´rodynamique F0. Elle est solution de l’e´quation
KQ0 + F0 = 0.
Dans la suite on ne s’inte´ressera qu’au comportement dynamique basses fre´quences du
syste`me couple´.
On peut obtenir un mode`le re´duit en projetant l’e´quation (2.4) par la me´thode de Ritz
sur le sous-espace Cn engendre´ par n << N vecteurs: ce sont les n premiers modes
propres.
Modes propres du mode`le EF Le proble`me spectral conservatif associe´ a` l’e´qua-
tion (2.4) s’e´crit
(K − ω2αM )φα = 0.
Puisque les matrices K et M sont syme´triques positives on sait que le proble`me spectral
admet N valeurs propres
0 ≤ ω21 ≤ ω22 ≤ . . . ≤ ω2N .
A` chaque solution ω2j correspond un mode propre (φα)α≥1. La famille {φα} forme une





ou` les nombres re´els (qα)α≥1 sont appele´s les coordonne´es ge´ne´ralise´es. De plus,
< M φα , φβ >= [M]αβ = µαδαβ ,
< Kφα , φβ >= [K]αβ = µαλαδαβ ,
ou` µα ∈ R+ est la masse ge´ne´ralise´e et δαβ de´signe le symbole de Kronecker (δαβ = 1
si α = β et 0 sinon).
Projection sur la base modale tronque´e La solution de l’e´quation (2.4) est
approche´e par sa projection sur la base tronque´e re´duite aux n premiers modes propres
{φ1, . . . , φn}




avec Φ ∈ RN×n la matrice comportant dans ses colonnes les n vecteurs propres retenus.
Le mouvement de la structure s’e´crit alors Q˜n = Q0+Q
n. En notant q = (q1, . . . , qn) ∈
R
n le vecteur des coordonne´es ge´ne´ralise´es, on obtient
Mq¨(t) + Cq˙(t) +Kq(t) + F = 0 (2.5)
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ou` F = (F1, . . . , Fn) et Fα =< (F − F0), φα >. La matrice des masses ge´ne´ralise´es
M ainsi que la matrice des raideurs ge´ne´ralise´es K sont des matrices diagonales. La
matrice d’amortissement ge´ne´ralise´e est donne´e par
< C φα , φβ >= [C]αβ .
Elle n’est pas diagonale, en ge´ne´ral, et de plus on ne sait pas la construire. Aussi,
prend-on souvent pour matrice d’amortissement une matrice diagonale dont les com-
posantes repre´sentent l’amortissement modal.
Les forces ae´rodynamiques ge´ne´ralise´es se calculent comme projection des forces de







S porte sur la surface du profil. Les forces ae´rodynamiques de´pendent
de la vitesse moyenne de l’e´coulement U qui est une donne´e du proble`me. En pre´sence
de turbulence, elles de´pendent e´galement des composantes fluctuantes de l’e´coulement.
2.3 Calcul des forces ae´rodynamiques instationnaires
Les premiers mode`les mathe´matiques destine´s aux calculs de re´ponses ae´rodynamiques
instationnaires e´taient fonde´s sur l’utilisation de fonctions indicielles. Les mode`les clas-
siques pour un profil bidimensionnel dans un e´coulement incompressible subsonique
sont notamment: la fonction de Theodorsen [106] (1935) qui donne la re´ponse dans le
domaine des fre´quences d’un profil soumis a` un mouvement sinuso¨ıdal, la fonction de
Wagner [110](1925), la re´ponse pour un saut unitaire de l’angle d’attaque ainsi que
la fonction de Ku¨ssner [63](1929), qui donne la re´ponse a` une rafale discre`te. Avec la
complexite´ croissante des structures, on souhaite aujourd’hui mode´liser des structures
d’ailes tri-dimensionnelles, voire des avions complets et non plus de simples profils
bidimensionnels. Il n’est alors plus possible d’obtenir une expression analytique pour
ce type de proble`me. D’un autre coˆte´, l’inte´gration temporelle directe des e´quations
fluide-structure couple´es ne peut pas eˆtre envisage´e pour des e´tudes parame´triques, car
nume´riquement trop couˆteuse, et ceci meˆme dans le cas bidimensionnel. Les me´thodes
de calcul nume´rique de la re´ponse ae´rodynamique instationnaire line´aire dans le do-
maine des fre´quences se sont alors impose´es. Diffe´rentes me´thodes approche´es ont e´te´
de´veloppe´es a` l’ONERA, permettant le calcul des forces ae´rodynamiques ge´ne´ralise´es
(FAG) instationnaires pour des structures d’avions complets.
Dans ce travail, les FAG sont calcule´es soit par la me´thode des doublets lorsqu’on se
place dans le domaine subsonique, soit en re´solvant les e´quations d’Euler line´arise´es
pour le domaine subsonique ou transsonique. Dans les deux cas, les FAG sont obtenues
en imposant un mouvement harmonique a` la structure et en ne gardant que le premier




Fig. 2.2 – configuration du profil 2D soumis a` un e´coulement
harmonique de chaque re´ponse. Ces approximations permettent, en effet, d’exprimer




la transforme´e de Laplace des FAG, on obtient une expression de la forme
Fˆ (s) = H(s)qˆ(s).
Les forces ae´rodynamiques de´pendent de la vitesse de l’e´coulement U ainsi que de la





ou` A(s) : C → Cm×m est une fonction a` valeurs matricielles de´finissant la matrice
globale des coefficients ae´rodynamiques et qˆ(s) de´signe la transforme´e de Laplace du
vecteur des coordonne´es ge´ne´ralise´es.
Ces deux me´thodes sont de´crites dans les sections suivantes. Ensuite, on explique
comment construire un mode`le d’e´tat de ces FAG. Ce mode`le d’e´tat nous permet
d’introduire une e´quation diffe´rentielle mode´lisant le mouvement du syste`me couple´
avion-ae´rodynamique.
Remarquons qu’on utilise alors un couplage indirect ou` on re´sout d’abord les e´qua-
tions re´gissant le fluide pour un mouvement de la structure suppose´ connu. Les forces
ae´rodynamiques ainsi obtenues sont ensuite applique´es a` la structure.
2.3.1 La the´orie de Theodorsen/Wagner pour des ailes minces
Les de´tails de cette approche simplifie´e, destine´e au calcul des forces ae´rodynamiques
induites par un profil en mouvement de tangage et de pompage, sont donne´s par
exemple dans l’ouvrage de re´fe´rence [43]. Cette mode´lisation s’applique dans le cas
d’un fluide incompressible dans le domaine subsonique. On conside`re un profil bidi-
mensionnel a` deux ddl, a` savoir le mouvement de pompage h et de tangage α. On note
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l = 2b la longueur de corde du profil et d0 de´signe la distance entre la demi-corde et
le centre e´lastique. Soient la force ae´rodynamique de portance L et le moment ae´ro-
dynamique M . Dans le domaine fre´quentiel, pour des mouvements harmoniques, les
forces ae´rodynamiques peuvent eˆtre exprime´es par une e´quation de la forme
Fˆ (ω) =
(−Lˆ(ω) Mˆ(ω)) = [B1(iω) +B2(iω)2 + C(k)(B3(iω) +B4)]qˆ(ω),
ou` C(k) = G0(k) + iG1(k) est la fonction de Theodorsen qui de´pend de la fre´quence








eikτdk, avec τ =
U t
b
on obtient, dans le domaine temps, graˆce au principe de superposition, les expressions
suivantes pour des mouvements quelconques [43]:



























φ(t) = 1− 0.165e−0.0455Ub t − 0.335e0.3Ub t
est la fonction de Wagner et
w3/4(t) = h˙+ Uα+ (0.5b − d0)α˙
est un terme prenant en compte la vitesse de vent apparente par rapport au profil. On
conside`re la valeur au point situe´ au 3/4 de la corde. On dispose alors d’un mode`le
analytique simplifie´ des forces ae´rodynamiques, pouvant eˆtre utilise´ dans les e´quations
du syste`me couple´.
2.3.2 La me´thode des doublets
La me´thode des doublets, qui a e´te´ de´veloppe´e dans les anne´es 60, est couramment
utilise´e par les industriels pour le calcul des forces ae´rodynamiques ge´ne´ralise´es dans
le domaine subsonique. Nous ne rappelons ici que les grandes lignes (voir [1, 93] pour
plus de de´tails).
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La the´orie line´aire de la surface portante conduit a` un proble`me aux limites line´aire
portant sur le potentiel des vitesses. On admet que le fluide est parfait, irrotation-
nel, que les transformations sont isentropiques et que les perturbations apporte´es a`
l’e´coulement par la pre´sence de la surface portante sont petites. Dans ces conditions,
le potentiel des vitesses ve´rifie une e´quation des ondes acoustiques et la pression est






a e´tant la vitesse du son. Par ailleurs, on suppose que les particules de fluide en contact
avec la surface portante glissent sur celle-ci.
Quant a` la structure, ses mouvements sont suppose´s harmoniques, de petite amplitude.
En utilisant la the´orie line´arise´e, une expression inte´grale reliant la vitesse normale a`
la surface w(x, y) exp(iωt) a` la diffe´rence de pression entre les deux coˆte´s de la surface







K(x− ζ, y − δ; k)∆p(k; ζ, δ)dζdδ,
ou` x et y sont des coordonne´es orthogonales sur la surface S des doublets, K est la
fonction noyau et k de´signe la fre´quence re´duite k = ωl/U , l e´tant une longueur de
re´fe´rence. Par ailleurs, la relation entre l’angle d’attaque de la vitesse α = w/U et la










Les surfaces portantes de la configuration sont approche´es par une grille ae´rodyna-
mique constitue´e de pave´s qui sont arrange´s en lignes paralle`les a` l’e´coulement. Le
nombre de pave´s ne´cessaires a` l’obtention d’une pre´cision suffisante de´pend, entre
autres, de l’allongement et des fre´quences re´duites. Les forces sur ces pave´s sont sup-
pose´es agir sur une ligne portante situe´e au quart de la corde de chaque e´le´ment. La
portance est suppose´e constante sur chaque ligne de pave´ mais varie entre les pave´s.
Les conditions aux limites sont introduites sous forme d’une vitesse normale impose´e
sur le point central situe´ sur la ligne a` trois quarts de corde de chaque pave´. Il en







ou` ∆p¯j = ∆pj/(ρU
2/2). Dans cette dernie`re expression, ∆pj repre´sente la pression
sur le pave´ j. Elle s’obtient par division de la portance du pave´ par sa surface. Sous
forme matricielle, on peut e´crire ∆p¯ = D w¯ avec D = [Dij ]−1. Cette expression permet
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de de´terminer les composantes de la matrice d’influence. La composante pour les ie`me








ou` ∆Sk est la surface du doublet k, f
i
k est la de´forme´e verticale du pave´ k due au
mode i et ∆pjk est la pression due au mode j. Remarquons qu’en ge´ne´ral, les modes
structuraux sont calcule´s avec un code aux e´le´ments finis. Avec ces donne´es, il est
possible de de´terminer la de´formation des surfaces portantes, au point de re´fe´rence,
pour chaque mode.
De manie`re ge´ne´rale, la me´thode des doublets est tre`s efficace et robuste mais des
non-line´arite´s, et en particulier les discontinuite´s dues aux ondes de choc pour un
e´coulement transsonique, ne peuvent pas eˆtre prises en compte. Dans ce travail, le
calcul des forces ae´rodynamiques par la me´thode des doublets est effectue´ avec le code
CAPRI de´veloppe´ a` l’ONERA.
2.3.3 Les FAG par les e´quations d’Euler line´arise´es
Dans le domaine transsonique, des ondes de choc sont susceptibles d’apparaˆıtre et
doivent eˆtre prises en compte. Les forces ae´rodynamiques peuvent alors eˆtre de´termi-
ne´es par re´solution des e´quations d’Euler line´arise´es. Ces e´quations s’obtiennent en
de´composant le champ instationnaire en un champ stationnaire et une perturbation
du premier ordre.
Le fluide est alors mode´lise´ par un e´coulement parfait (non visqueux) qui est re´gi par
les e´quations d’Euler. On note Ωf le domaine occupe´ par le fluide et ∂Ωf sa frontie`re
avec la structure. Les e´quations d’Euler sous forme conservative s’e´crivent
∂tW (x, t) +∇.F (W (x, t)) = 0,
avec W = ( ρ, ρu1, ρu2, ρu3, E ) ou` ρ est la densite´ du fluide, ui les composantes
de la vitesse de l’e´coulement telles que u = (u1, u2, u3) et E l’e´nergie totale. Par
ailleurs, F (W ) =
(
F1(W ), F2(W ), F3(W )
)




ρui , ρu1ui + δ1i p , ρu2ui + δ2i p , ρu3ui + δ3i p , ui(E + p)
)
.
La pression p et l’e´nergie E sont lie´es par la relation p = (γ−1)(E− 12ρ|u|2), ou` γ = cpcv
est le rapport des capacite´s calorifiques a` pression et volume du fluide constants. Les
conditions initiales sont donne´es par
W (x, 0) =W0(x), ∀x ∈ Ω.
Les conditions aux limites de ce proble`me sont classiques:
– Condition pour les parois fixes:
u(t).n = 0 sur Γ.
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– Condition de glissement sur les parois mobiles:
u(t).n(t) = up(t).n(t), n(t) e´tant la normale et up(t) la vitesse instantane´e du
profil.
– Condition de non-re´flexion a` l’infini:
Cette condition consiste a` conside´rer un domaine exte´rieur pour lequel l’e´tat du
fluide est connu. L’application des relations de compatibilite´ entre le domaine
exte´rieur et le domaine inte´rieur permet le calcul du champ de frontie`re.
Le champ instationnaire W est ensuite de´compose´ en un champ stationnaire Ws et
une perturbation du premier ordre δ(W ). En effectuant un de´veloppement limite´ au




Di(Ws)δ(W ) = 0,
Di(Ws) de´signent les matrices jacobiennes des flux Fi calcule´es pour le champ station-
naire. Les conditions aux limites sont de´duites de celles impose´es pour les e´quations
d’Euler par line´arisation au premier ordre. Pour la condition de glissement, la normale
instationnaire doit eˆtre e´galement line´arise´e.
On effectue le calcul des forces ae´rodynamiques en imposant un mouvement harmo-
nique a` la structure, de la forme a exp [iω t]. Ceci est effectue´ pour tous les modes
de la strucure retenus et pour un certain nombre de fre´quences ω. On recherche des
solution harmoniques de la forme A(ω) exp [iωt]. Le proble`me est ainsi line´arise´ en ne
conside´rant que le premier harmonique de chaque re´ponse. Le code REELC de´veloppe´
a` l’ONERA permet d’effectuer ces calculs.
Malgre´ la restriction du mouvement de la structure a` de faibles amplitudes, cette
formulation permet de prendre en compte des chocs apparaissant dans un re´gime
transsonique [74]. Ne´anmoins, l’amplitude du mouvement ne doit pas entraˆıner des
de´placements de la zone de choc trop importants car ils ne sont pas pris en compte
par la me´thode (les chocs sont conside´re´s fige´s a` leurs positions stationnaires).
2.3.4 Me´thode d’approximation par fractions rationnelles
Comme on vient de le voir, les forces ae´rodynamiques instationnaires sont suppose´es





La matrice A(s), s = iω + α peut eˆtre calcule´e, pour les fre´quences re´duites k = ω lU ,
par la me´thode des doublets ou encore par re´solution des e´quations d’Euler line´arise´es.
La fonction matricielle s 7−→ A(s) est ainsi connue pour un certain nombre de valeurs
complexes
s ∈ {iω1 l
V
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l e´tant la longueur de corde du profil. On souhaite e´tendre cette fonction a` un domaine
du plan complexe. En utilisant le the´ore`me du prolongement analytique, il est alors
possible d’approcher A par une fonction analytique sur un ouvert du plan complexe
contenant l’axe imaginaire. Dans ce but, on introduit la variable complexe normalise´e
s˜ = s l/U et on cherche a` approcher A(s˜) par une fonction rationnelle en s˜ suivant la
me´thode de Karpel [54]:













Si n est le nombre de modes propres de la structure retenus, A0, A1, A2 sont des
matrices re´elles carre´es de taille n×n, G ∈Mat
R
(n, np), E ∈MatR(np, n). La matrice
R est une matrice re´elle diagonale qui contient les np poˆles,
R = diag(−p1, . . . ,−pnp), pi > 0,
et Inp ∈ MatR(np, np) est la matrice identite´. D’autre part, on introduit la variable












En regroupant les deux expressions (2.10) et (2.9), on obtient l’expression approche´e
des forces ae´rodynamiques dans le domaine temps par transforme´e de Laplace inverse














Re´solution du proble`me de minimisation Le proble`me de minimisation a` re´-





‖A(ikj)−A0 −A1ikj −A2(ikj)2 −G[Inpikj −R]−1E ikj‖2,
les kj = ωj
l
U e´tant les fre´quences re´duites.
Pratiquement, l’optimisation par moindres carre´s est effectue´e en e´crivant l’e´quation
A(ikj) = A0 +A1ikj +A2(ikj)2 +G[Inpikj −R]−1E ikj
sous forme d’un syste`me line´aire TX = S surdimensionne´ ou` X repre´sente les incon-
nues et ou` les e´le´ments de la matrice A(kj)−A0 sont stocke´s dans S. Par ailleurs, on
pose A0 = A(0) car les forces ae´rodynamiques a` fre´quence nulle co¨ıncident avec les
forces ae´rodynamiques stationnaires. Une proce´dure qui permet de coupler ce proble`me
a` un tirage ale´atoire des poˆles a e´te´ de´veloppe´e dans [87]:
1. On initialise ale´atoirement la matrice R contenant les poˆles.
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2. On se donne G et on optimise par rapport a` A1, A2 et E, par la me´thode des
moindres carre´s, en utilisant la matrice R.
3. On reporte la matrice E trouve´e a` l’e´tape pre´ce´dente et on optimise par rapport
a` A1, A2 et G en utilisant la matrice R.
4. On ite`re sur les e´tapes 2. et 3. afin de re´duire l’erreur.
On revient alors a` l’e´tape 1. et l’on re´pe`te la proce´dure jusqu’a` l’obtention d’une
approximation suffisante. En pratique, il s’est ave´re´ que np ≥ n + 1 est suffisant, et
qu’on obtient une tre`s bonne approximation avec 5 sous-ite´rations et un nombre de
tirages de poˆles raisonnable (en fonction de la taille du proble`me). On remarque, que
le nombre de poˆles introduits est le parame`tre principal permettant de re´duire l’erreur.
Remarque 1. La me´thode utilise´e ici, sugge´re´e par Karpel [54], permet d’introduire
un nombre de variables auxiliaires plus faible que dans l’approche conventionnelle par
fraction rationnelle [92]. En effet, le nombre de variables auxiliaires correspond au
nombre de poˆles introduits.
2.4 Calcul des domaines de stabilite´ du syste`me couple´
L’analyse de la stabilite´ du syste`me couple´ avion - forces ae´rodynamiques dans son
domaine de vol constitue un objectif essentiel de l’ae´roe´lasticite´. Il s’agit de savoir
si, suite a` l’excitation d’un mode propre de vibration, l’amplitude de la re´ponse croˆıt
ou de´croˆıt avec le temps. Pour re´pondre a` cette question, on dispose de l’e´quation
temporelle du syste`me couple´, qu’on obtient en regroupant les relations (2.11) et (2.5).
En posant Y = (q , q˙ ,X) ∈ Rd ou` d = (2×n+np), le syste`me couple´ s’e´crit sous forme
d’une e´quation diffe´rentielle du premier ordre (appele´e aussi forme d’e´tat):
Y˙ (t) =
 0 In 0−M˜−1K˜ −M˜−1C˜ −M˜−1G12ρU2
0 E Ul R
 q(t)q˙(t)
X(t)




ρl2A2 C˜ = C + 1
2
ρU lA1 K˜ = K + 1
2
ρU2A0,
et ou` In de´signe la matrice identite´ dans MatR(n, n).
Le proble`me de stabilite´ se re´duit alors a` l’e´tude de la stabilite´ d’un syste`me dynamique
line´aire. Par conse´quent, il suffit d’examiner les valeurs propres de la matrice A(U):
si toutes les parties re´elles des valeurs propres sont strictement ne´gatives, alors le
syste`me couple´ est asymptotiquement stable pour la valeur du parame`tre U . Sinon, il
est instable et on parle de flottement. L’e´tude de la stabilite´ doit se faire pour toutes
les valeurs du parame`tre appartenant au domaine de vol de l’avion. Afin de visualiser
globalement les re´sultats de l’analyse de stabilite´, on trace ce que l’on nomme les
courbes de flottement. Plus pre´cise´ment, pour chaque mode du syste`me couple´ on trace
l’e´volution de sa fre´quence et de son amortissement (ce qui revient en fait a` tracer les
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Fig. 2.3 – diagramme de stabilite´ pour un profil 2D line´aire (gauche) et avec non-
line´arite´ (a` droite)
parties imaginaires et les parties re´elles des valeurs propres) en fonction de la valeur
du parame`tre. Il y a instabilite´ si l’une des courbes repre´sentant les parties re´elles
des valeurs propres traverse l’axe horizontal. Un exemple de diagramme de flottement
pour deux modes est donne´ par la figure 2.3, ou` la pression totale p0 a e´te´ choisie
comme parame`tre. Une difficulte´ dans cette proce´dure re´side dans l’identification des
n valeurs propres complexes correspondant aux modes du syste`me couple´ parmi les
d valeurs propres de la matrice A(U) ∈ Mat
R
(d, d). Ces modes sont connus pour
U = 0, car si les forces ae´rodynamiques sont nulles, les modes couple´s se re´duisent
aux simples modes propres structuraux. Il faut alors ensuite proce´der a` un suivi de ces
modes structuraux. Les np valeurs propres supple´mentaires correspondent aux modes
ae´rodynamiques introduits par la variable d’e´tat X.
Remarque 2. La me´thode classique pour e´tudier la stabilite´ du syste`me couple´ n’est
pas celle de´crite ci-dessus. Ge´ne´ralement, on ne travaille pas avec la forme d’e´tat,
donne´e par l’e´quation (2.12), mais on effectue l’analyse de la stabilite´ en re´solvant
l’e´quation dans le domaine fre´quentiel, obtenue par transformation de Laplace des re-
lations (2.11) et (2.5):
[s2M+ s C +K + 1
2
ρU2A(s)]q = 0.
C’est une e´quation non line´aire en s ∈ C , qui est re´solue par une me´thode de point fixe,
couple´e a` un proble`me aux valeurs propres. Un de´savantage de cette me´thode re´side
dans le fait que la convergence de la me´thode ite´rative de point fixe n’est pas de´montre´e.
Par conse´quent, cette me´thode peut ne pas converger.




Fig. 2.4 – vitesse d’e´coulement longitudinale
2.5 Introduction d’un bruit mode´lisant la turbulence lon-
gitudinale
La prise en compte de la turbulence longitudinale introduit un bruit multiplicatif
dans l’e´quation diffe´rentielle mode´lisant le syste`me couple´. On conside`re d’abord le
cas simple d’un profil bidimensionnel (voir figure 2.2) ou alors d’une aile 3D soumise
a` une turbulence cylindrique. La turbulence dite cylindrique (dite aussi de turbulence
a` rouleaux) de´crit une turbulence constante en envergure qui varie uniquement avec
le temps. Par conse´quent, elle peut eˆtre mode´lise´e a` l’aide d’un processus stochastique
scalaire indexe´ par la variable temps. La mode´lisation du bruit ou processus stochas-
tique qui excite le syste`me sera de´taille´e dans le chapitre 3, pour l’instant on le note
η(t). Afin d’obtenir une mode´lisation plus re´aliste, la variation de la turbulence le long
de l’envergure de l’aile peut eˆtre introduite.
2.5.1 Turbulence cylindrique
On pose U(t) = U +η(t) ou` U repre´sente la vitesse moyenne de l’e´coulement et η(t) la
partie fluctuante. En remplac¸ant U par le processus stochastique U(t) dans l’expression
des forces ae´rodynamiques, on obtient:
















La matrice A du mode`le d’e´tat devient alors une matrice ale´atoire. Le mouvement du





Y, Y (0) = Y0. (2.13)
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η1(t) = η(P1, t)
η2(t) = η(P2, t)
η3(t) = η(P3, t)




Fig. 2.6 – 2 ddl par tranche
La matrice A(η) s’e´crit pour tout U ∈ R+ fixe´:
A(η) =
 0 I(nm) 0−M˜−1K˜(η) −M˜−1C˜(η) −M˜−1G12ρ(U + η)2





ρl2A2 C˜(η) = C + 1
2
ρ(U + η) lA1 K˜(η) = K + 1
2
ρ(U + η)2A0.
Dans une telle mode´lisation, on fait implicitement l’hypothe`se que l’expression des
forces ae´rodynamiques obtenues pour un e´coulement stationnaire (vitesse de vent
constante) reste valide dans le cas de l’e´coulement turbulent. Ceci semble justifie´
seulement si le temps de corre´lation de la turbulence est suffisamment grand (gros
tourbillons).
2.5.2 Prise en compte de la variation le long de l’aile
Une variation de la turbulence le long de l’envergure de l’aile peut eˆtre introduite par
le biais d’une mode´lisation des forces ae´rodynamiques par tranches. On conside`re que
la turbulence ne varie pas le long de chaque tranche (figure 2.5). En ce qui concerne
l’introduction du bruit ale´atoire, cette formulation nous permettra de se ramener au cas
d’un profil bidimensionnel car chaque tranche peut eˆtre est mode´lise´e par deux (§2.5.3)
ou trois (§2.5.5) ddl. Bien e´videmment, afin qu’une mode´lisation de l’ae´rodynamique
par tranches soit valable, il est ne´cessaire de ve´rifier que la de´formation des tranches
reste suffisamment petite. La mode´lisation des forces ae´rodynamiques par tranches,
avec la me´thode des doublets, est de´crite dans la section suivante.
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2.5.3 Mode´lisation de l’ae´rodynamique par tranches
On suppose que les forces ae´rodynamiques sont calcule´es avec la me´thode des doublets.
Dans le domaine des fre´quences, les forces sur les pave´s de la grille ae´rodynamique
s’e´crivent:
Fpave´s = p¯D(k)α,
ou` α est le vecteur des angles d’incidence des pave´s. La composante Dij de la matrice
d’influence D donne l’effort cre´e´ sur le pave´ i par la mise en incidence du pave´ j. Par
ailleurs, on a note´ p¯ = 12ρU
2. En pratique, la matrice D est calcule´e pour un nombre
Nf de fre´quences re´duites k = ω/U . L’angle d’incidence peut s’exprimer comme somme
de l’angle de rotation du pave´ θ et de l’angle apparent de l’e´coulement telle que 1
α = θ − h˙
U
,
h e´tant le vecteur des de´placements verticaux des pave´s. Aussi, sous l’hypothe`se d’un
mouvement harmonique, on peut e´crire α = θ − i khˆ.
Pour cette e´tude, on de´compose les forces ae´rodynamiques ge´ne´ralise´es (FAG) en une
partie venant de la contribution de la voilure et une partie provenant de la contribution
des autres parties de l’avion (empennages horizontaux, de´rives, moteurs).
Fˆ = p¯Avoilure(s)qˆ + p¯Aautres(s)qˆ.
L’effet de la turbulence longitudinale est introduit dans le terme des forces ae´rodyna-
miques concernant la voilure, en passant par un mode`le ae´rodynamique par tranches.
Ceci ne´cessite le calcul de la force ainsi que du moment ae´rodynamique agissant sur
les tranches.
Dans ce but, on divise le maillage ae´rodynamique de la voilure comportant Np doublets
(pave´s) en Nt tranches. Les forces s’exerc¸ant sur la tranche l sont applique´es aux
points de re´fe´rence Pl de la tranche l, l = {1, . . . ,Nt}. On note hlref et θlref les deux
degre´s de liberte´s de chaque tranche. Sous l’hypothe`se que la voilure ne subisse pas
de de´formation le long d’une tranche, on peut exprimer le de´placement vertical hj
ainsi que l’angle de rotation θj du pave´ j en fonction des deux degre´s de liberte´s de la











∆lj est la distance entre le point de re´fe´rence Pl et le doublet j. A l’aide de ces ob-
servations, on peut de´finir, pour chaque tranche, une re´sultante de force Rl =
∑
Rj




j, la somme s’effectuant sur tous les pave´s
1. Plus pre´cise´ment, on a α = θ − arctan h˙
U
≃ θ − h˙
U
.
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situe´s sur la tranche l. Les vecteurs R et M comportant les re´sultantes par tranches
s’e´crivent:
R(k) = p¯MsurfD(k)α, (2.15)
M(k) = p¯MsurfΞD(k)α,
ou` D(k) ∈ R(Np,Np) est la partie de la matrice d’influence correspondant aux ddl de
la voilure. La matrice Ξ ∈ R(Np ,Np) est une matrice diagonale comportant les valeurs
des bras de levier ∆Tj . Par ailleurs, on introduit la matrice Msurf ∈ R(Nt ,Np) dont les
e´le´ments sont donne´s par Msurf(i, j) = Mred(i, j)a(j) ou` a(j) repre´sente la surface
du doublet j. La matrice Mred ∈ R(Nt ,Np) est une matrice boole´enne qui permet
la re´duction du mode`le doublets sur le mode`le par tranches. Elle ne comporte que
des valeurs binaires (0 ou 1), en fonction de l’appartenance ou non d’un pave´ a` une




ref , . . . , h
Nt





ref , . . . , θ
Nt
ref ) les vecteurs dans R
Nt comportant les degre´s de liberte´
de de´placement vertical et de rotation des tranches. A` l’aide des relations (2.14) et en
rappelant que α = θ− i khˆ, on peut de´terminer le vecteur des incidences α en fonction
des degre´s de liberte´s des tranches. On obtient l’expression
α =MTredθref − ik(MTred href + ΞMTredθref),










[ −ik Rα Rα + ik R θ˙











= −MsurfDΞMTred M θ˙
U
= −MsurfΞDΞMTred.

















Par ailleurs, on a effectue´ un lissage des modes de la structure par le moyen de po-
lynoˆmes a` npol = nx × ny degre´s de liberte´s. Ceci nous permet de de´terminer les
de´forme´es modales du mode`le par tranches:
href = φhqˆ, (2.17)
θref = φθ qˆ.
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Le travail virtuel des forces ae´rodynamiques ge´ne´ralise´es se calcule comme suivant:
dWgen = p¯ dqˆ
TAvoilureqˆ,
alors que la somme des travaux des forces de portance et des moments ae´rodynamiques























Le travaux virtuels du mode`le par tranches et du mode`le aux e´le´ments finis re´duit
doivent eˆtre egaux (dWtr = dWgen), d’ou` l’expression de la matrice d’influence des
forces ae´rodynamiques ge´ne´ralise´es






Afin d’obtenir les forces ae´rodynamiques comple`tes agissant sur l’avion, il suffit de
rajouter le terme correspondant aux autres e´le´ments de l’avion comme l’empennage, les
de´rives et les nacelles. En pratique, on de´termine´ les FAG de l’avion complet auxquelles
on retranche celles dues a` la voilure pour obtenir la partie due aux autres e´le´ments
(empennage, de´rive, nacelles).
Les FAG pour l’avion complet sont calcule´es directement, sans passer par les tranches.
On a l’expression du travail sur les pave´s suivante:
dW = dhˆT p¯Dα = dqˆT Ψhp¯DΨ qˆ,
d’ou` l’expression de la matrice d’influence ae´rodynamique
A = ΨhDΨ.
Ceci sachant que α = (Ψθ − ikΨh)qˆ = Ψqˆ avec les notations pre´ce´dentes. On peut
alors calculer la contribution des e´le´ments autres que la voilure:
Areste = A−Avoilure.
2.5.4 Introduction de la turbulence par tranches
Comme on s’inte´resse a` l’influence de la turbulence sur l’ae´rodynamique de l’aile, on
conside`re dans ce qui suit uniquement la partie voilure. Le bruit ale´atoire doit eˆtre
introduit au niveau de la formulation par tranches. Soit t → η(t) ∈ RNt le vecteur
stochastique obtenu par discre´tisation du champ de la composante longitudinale de la
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turbulence η˜(x, t) par rapport aux Nt points de re´fe´rence tel que η˜(Pj , t) = ηj(t) et
η(t) = (η1(t), . . . , ηNt(t)). On pose







afin d’obtenir la pression instantane´e qui s’applique aux tranches et on introduit cette
expression dans (2.18).
La premie`re fac¸on d’introduire la turbulence, consiste a` approcher la matrice MR(k)
par fractions rationnelles selon la me´thode de Karpel. Ensuite, on peut exprimer la
pression dynamique comme fonction de la turbulence agissant sur la tranche et on
projete l’expression obtenue sur les modes propres de la structure. Avec φT = [φTh φ
T
θ ],
les forces ae´rodynamiques s’e´crivent, dans le domaine temps et en fonction du processus
vectoriel η(t) ∈ RNt , comme












H(η(t)) = diag{p(ηi(t)} = diag{1
2
ρ (U + ηi(t))
2},





Cependant, la me´thode d’approximation par fractions rationnelles est couˆteuse pour
des matrices de taille importante comme c’est le cas ici. Une alternative plus e´le´gante
et efficace consiste alors a` effectuer une de´composition par rapport a` p(ηj(t)). Les
matrices projete´es sont fonctions des p(ηj(t)), ce qui permet d’extraire les termes qui




















La sommation s’effectue sur les Nt tranches seulement car p(ηj) = p(ηj+Nt), j =
{1, . . . , 2Nt}. Les forces ae´rodynamiques sont alors donne´es par F = Υq. Les matrices
aj sont approche´es par fractions rationnelles telles que
















On obtient le syste`me sous forme d’e´tat Y˙t = A(η(t))Yt avec Y = (q, q˙, X1, . . . ,XNt):
A(ηt) =

0 I(nm) 0 0 0
−M˜−1K˜(η) −M˜−1C˜(η) −12ρ(U + η1)2M˜−1G1 . . . −12ρ(U + ηNt)2M˜−1GNt




. . . 0
0 ENt 0 0 (U + ηNt)/l R
Nt
 ,





























2.5.5 Mode´lisation des tranches avec gouverne
Afin d’obtenir des mode`les plus re´alistes permettant de prendre en compte un jeu dans
la liaison aile-gouverne, la pre´sence d’une gouverne doit eˆtre mode´lise´e. Il devient alors
ne´cessaire d’introduire un troisie`me degre´ de liberte´ pour chaque tranche: l’angle relatif
de rotation de la gouverne β. L’angle total du pave´ j est alors donne´ par γj = θj+βj, ou`
βj = 0 si l’on ne se situe pas sur la gouverne. Par conse´quent, le de´placement vertical
hj du pave´ j s’obtient en sommant le de´placement vertical du point de re´fe´rence, la
contribution de l’angle de rotation global de la tranche ainsi que la contribution de
l’angle de rotation de la gouverne s’il s’agit d’un pave´ sur la gouverne. Aussi, les ddl


















Hl e´tant la fonction indicatrice des pave´s situe´s sur la gouverne. L’angle total pour le










Avec maintenant α = γ − ik h on peut e´crire
α =MTredθref +M
T
β redβref − ik(MTred href + ΞθMTredθref + ΞβMTβ redβref ).
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Le lissage des modes donne
href = φhqˆ,
θref = φθ qˆ,
βref = φβ qˆ.
On identifie la matrice d’influence ae´rodynamique, comme pre´ce´demment, par l’ex-
















et donc, avec φ = (φh, φθ, φβ), on obtient l’expression de la matrice d’influence pour
le mode`le ge´ne´ralise´:
Avoilure = φTRφ.
2.6 Bruit additif introduit par la turbulence verticale
La composante verticale de la turbulence introduit un bruit additif dans l’e´quation
(2.12). Soit wT la partie verticale des fluctuations de la vitesse de l’e´coulement. Le
champ de pression comprend un champ qui de´pend line´airement de qˆ ainsi qu’un champ




ρU2Aqˆ + FˆwT ,
ou` FˆwT est la force ae´rodynamique ge´ne´ralise´e due a` l’angle d’attaque local induit par
la turbulence verticale.
Pour une altitude x3 donne´e, le champ de turbulence verticale wT de´pend des deux
coordonne´es spatiales du plan horizontal (x1, x2) ainsi que du temps. Dans ce qui
suit, on fait l’hypothe`se de Taylor en conside´rant la turbulence verticale comme fige´e
(”frozen turbulence”). C’est-a`-dire que l’avion ”vole sur un champ de turbulence”
qui, lui, ne de´pend que des coordonne´es spatiales. La turbulence vue a` un point x0 a`
l’instant t est la meˆme que celle vue a` l’instant t− x1−x01
U
) au point x, pour une vitesse
de l’avion constante U . Ainsi, on peut e´crire





En notant β(x, t) = wT (x, t)/U l’angle d’attaque local (ou angle d’attaque apparent)
induit par wT au point x et a` l’instant t, le champ de pression s’exerc¸ant sur l’aile est






g(x, x′, t− τ)β(x′, τ) dx′dτ,
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w(x01, t)
w(x1, t) = w(t− (x1 − x01)/U)
x U
Fig. 2.8 – turbulence verticale
ou` S de´signe la surface du profil et g(x, x′, t) est la fonction de Green du proble`me.
Les pressions instationnaires sont obtenues en re´solvant une e´quation inte´grale par la
me´thode des doublets.
Si on conside`re une turbulence dite cylindrique, le champ de turbulence verticale ne
de´pend que de la coordonne´e x1. Ceci nous permet de de´crire la turbulence au point





) ou` x0 est le point de re´fe´rence dont x01 est l’abscisse. Aussi, le processus
de´crivant la turbulence verticale a` un instant fixe´ t est entie`rement de´termine´e par
sa valeur en un point de re´fe´rence. En utilisant une discre´tisation par la me´thode des
















ou` wˆT (ω) est la transforme´e de Fourier de wT (t) au point x
0
1 et ω 7−→ Gˆij(ω) la
transforme´e de Fourier de Gij(t). Cette relation peut s’e´crire au moyen d’une fonction
de transfert modale Hm(ω) telle que

















L’e´quation (2.20) montre, qu’en pratique, la turbulence peut eˆtre conside´re´e comme
un mode supple´mentaire dans le calcul des FAG par la me´thode des doublets. Dans
ce travail, les valeurs de Hm(ωi) sont ainsi calcule´, pour le nombre de fre´quences ωi
ne´cessaire, par la me´thode des doublets. L’approximation par fractions rationnelles
des forces ae´rodynamiques ge´ne´ralise´es dues a` la turbulence verticale est de´crite au
paragraphe 3.5.2 du chapitre suivant.
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Chapitre 3
Mode´lisation de la turbulence
Dans ce chapitre, le processus stochastique mode´lisant la turbulence atmosphe´rique est
de´fini. Ce processus est construit a` partir d’un certain nombre d’hypothe`ses mathe´-
matiques permettant de travailler avec des processus stochastiques ayant les ”bonnes
proprie´te´s”. Ainsi, il nous sera possible de construire ses trajectoires a` partir des seules
donne´es de densite´s spectrales et de fonctions de corre´lation spatiale.
3.1 De´finition du processus stochastique mode´lisant la
turbulence
Dans ce chapitre, les variables ale´atoires et processus stochastiques seront de´finis sur
un espace probabilise´ (Ω,B, P ). Un processus ξ sera note´ ξ(t) ou ξ sans re´fe´rence a`
l’ale´a sous-jacent. On parle aussi de champ si t ∈ Rd . On conside`re par la suite des
processus centre´s, E (ξ) = 0, ou` E de´signe l’espe´rance mathe´matique, du second ordre,
Tr
(
E (ξ ξT )
)
< +∞, (3.1)








= Rξ(t− t′) = Rξ(τ).
On appelleRξ(τ) la fonction d’autocorre´lation de ξ. Un tel processus admet une mesure





Si la mesure spectrale admet une densite´ Sη(ω)dω = dMξ(ω) par rapport a` la mesure
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Sous ces hypothe`ses, la fonction ω 7−→ Sξ(ω) est inte´grable sur Rd . Pour tout ω fixe´,





(Sξ(ω)z, z) ≥ 0, ∀ z ∈ C d ,
Sξ(−ω) = Sξ(ω) = Sξ(ω)T .
On mode´lise la turbulence atmosphe´rique par un processus stochastique gaussien ve´-
rifiant les proprie´te´s e´nonce´es ci-dessus. Il est a` noter que la classe des processus du
second ordre joue un roˆle important dans les mode´lisations de la physique car ceux-ci
correspondent a` des grandeurs ayant une e´nergie finie.
La vitesse d’e´coulement du fluide s’e´crit alors:
U˜(x, t) = U0 + u(x, t), x ∈ R3 , t ∈ R+ ,
ou` U0 = (U, 0, 0) est le champ de vitesses moyennes et u = (η, vT , wT ) ∈ R3 de´signe
les parties fluctuantes due a` la turbulence. Dans la suite, on va s’inte´resser surtout a`
la composante longitudinale de la turbulence η, car c’est elle qui introduit un bruit
multiplicatif dans le syste`me ae´roe´lastique.
L’hypothe`se de loi gaussienne permet de caracte´riser un processus stochastique du
second ordre entie`rement par la donne´e de sa densite´ spectrale. La construction des
trajectoires d’un processus dont la densite´ spectrale est de forme rationnelle est de´crite
dans le paragraphe suivant.
3.2 La me´thode de markovianisation
Les e´quations diffe´rentielles stochastiques d’Itoˆ (EDSI) jouent un roˆle fondamental
dans la the´orie des processus stochastiques. Leurs solutions sont des processus de dif-
fusion de Markov dont les lois de probabilite´ de transition sont elles-meˆmes solution
d’une e´quation line´aire aux de´rive´es partielles de´terministes: l’e´quation de Fokker-
Planck (EFP). Ici, ce n’est pas cet aspect qui nous inte´resse mais plutoˆt la possibi-
lite´ de construire aise´ment des trajectoires de ces processus. Aussi va-t-on chercher a`
obtenir le processus stochastique mode´lisant la turbulence a` partir d’un processus de
diffusion, solution d’une EDSI. La construction la plus simple est de conside´rer l’image
par une application line´aire d’un tel processus, c’est ce qu’on appelle la me´thode de
markovianisation. La the´orie mathe´matique sous-jacente fait intervenir la notion de
filtrage line´aire de processus ge´ne´ralise´s. On n’aborde pas ici le de´tail de cette the´orie,
nous ne donnons que les aspects pratiques. Le lecteur inte´resse´ peut consulter l’ou-
vrage de Kree et Soize [60]. La me´thode de markovianisation permet de construire des
re´alisations diffe´rentielles du processus η en le mode´lisant comme observation line´aire
d’un processus ξ qui est lui-meˆme solution d’une e´quation diffe´rentielle stochastique
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d’Itoˆ. Soit le processus t→ η(t) ∈ Rm avec t ∈ R la variable temps. Soit le processus n-
dimensionnel ξ(t), solution stationnaire d’une e´quation diffe´rentielle stochastique d’Itoˆ
telle que
dξ(t) = B0ξ(t)dt+Q0dW (t), (3.2)
ou` W (t) est un processus de Wiener (voir l’annexe B pour plus de de´tail sur les
proprie´te´s mathe´matiques du processus de Wiener). La matrice B0 ∈ MatR(n, n) est
asymptotiquement stable (i.e. toutes les valeurs propres de B0 sont a` partie re´elle
strictement ne´gative) et on a Q0 ∈MatR(n, n). Le processus η(t) est alors de´fini par
η(t) = B1 ξ(t), (3.3)
avec B1 ∈MatR(m,n). Bien entendu, tous les processus ne peuvent pas eˆtre construits
de cette fac¸on. Le the´ore`me suivant indique quelle est la classe de processus concerne´e:
The´ore`me 1 (Repre´sentation markovienne de dimension finie). Le processus
η indexe´ sur R, a` valeurs dans Rm admet une re´alisation markovienne de dimension






ou` Q est un polynoˆme a` coefficients re´els de degre´ q ≤ n et a` racines dans {p ∈
C /ℜe(p) < 0}. Le polynoˆme R est a` coefficients matriciels dans Mat
R
(m,m) et de
degre´ r strictement infe´rieur a` celui de Q.
Montrons comment sont construites les e´quations (3.2) et (3.3) a` partir de l’expression










ou` Rj = 0 pour r+1 ≤ j ≤ q− 1, on cherche a` de´terminer les matrices B0 et Q0 dans







ou` Im ∈MatR(m,m) est la matrice identite´.
On montre alors que ξ = (ξ˜, ddt ξ˜, . . . , (
d
dt)
q−1ξ˜) est solution de l’e´quation diffe´rentielle
stochastique d’Itoˆ du premier ordre
dξ(t) = B0ξ(t) +Q0dW (t), (3.5)
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avec B0 =

0 Im 0 . . . 0






−q0Im −q1Im −q2Im . . . −qq−1Im
 ,
Q0 =
 0 0 . . . 0... ... ... ...
0 0 . . . Im














)j ξ˜(t) = B1ξ(t) ou` B1 = [R0, R1, . . . , Rq−1].
On a donc obtenu une re´alisation markovienne de η(t) de dimension n = m × q.
Remarquons, pour conclure ce paragraphe, que l’e´quation (3.5) peut encore s’e´crire:




3.3 Markovianisation approche´e d’un processus physique-
ment re´alisable
On a vu que la me´thode de markovianisation permet d’exprimer un processus stochas-
tique comme solution d’une e´quation diffe´rentielle stochastique avec seule connaissance
de l’expression de sa densite´ spectrale sous forme d’une fraction rationnelle. Toutefois,
les densite´s spectrales des processus mode´lisant les phe´nome`nes de la physique comme
la turbulence atmosphe´rique ne sont pas toujours rationnelles. Cependant, si ces pro-
cessus sont ”physiquement re´alisables”, il est possible d’approcher leurs densite´s spec-
trales par des fractions rationnelles afin de construire des re´alisations diffe´rentielles.
Dans un premier temps, on de´finit ce qu’est un processus ”physiquement re´alisable”.
On introduit la classe de Hardy H2(Mat
C
(d, d)) de´crivant l’ensemble des transforme´es
de Laplace des fonctions appartenant a` l’espace L2(R+ ,Mat
C




De´finition (Processus ”physiquement re´alisable”). Soit le processus η, indexe´
sur R, a` valeurs dans Rd ve´rifiant les proprie´te´s e´nonce´es au de´but de ce chapitre.
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Soit h un filtre causal line´aire. On dit que η est physiquement re´alisable s’il existe
ĥ ∈ L̂2(R+ ,Mat
C




ĥ(ω)ĥ(ω)∗ ∀ω ∈ R. (3.6)
Une fraction rationnelle de L2(R+ ,Mat
C
(d, d)) appartient a` l’espace de Hardy si et
seulement si ses poˆles sont dans le demi-plan ℜ(p) < 0.
Comme ĥ ∈ L̂2(R+ ,Mat
C
(d, d)), on sait que ĥ(ω) = H(iω) est dans la classe de Hardy.
On introduit H(p) qui est la transforme´e de Laplace unilate´rale de h(t) ayant ses poˆles





Remarque 3. Si un processus est physiquement re´alisable, alors sa densite´ est donne´e
par l’expression (3.6). On montre alors que ce processus peut eˆtre construit par filtrage
line´aire d’un bruit blanc N∞. Soit Y∞ le processus re´sultant du filtrage de N∞ par h
avec h ∈ L2(R+ ,Mat
R




h(t− t′)N∞(t′) dt′, (3.7)
ou` Y∞ est un processus classique du second ordre. La fonction d’autocorre´lation de N∞




I ∀ω ∈ R,
d’ou` l’expression (3.6). Ceci montre aussi que le bruit blanc N∞ n’est pas un processus
du second ordre (la de´finition d’un processus du second ordre est rappele´e par l’expres-
sion 3.1), c’est ce qu’on appelle un processus ge´ne´ralise´ [60]. Par ailleurs, la de´rive´e
(au sens des processus ge´ne´ralise´s) du processus de Wiener normalise´ est le bruit blanc
gaussien normalise´ vectoriel tel que dW = N∞.
On note e´galement qu’il existe un the´ore`me qui permet de de´terminer si le processus
Y avec densite´ spectrale SY est physiquement re´alisable ou non:
The´ore`me 2 ([Rozanov] Caracte´risation de l’existence). Le processus Y est phy-
siquement re´alisable si sa densite´ spectrale SY (ω), suppose´e de rang constant maximal,








L’ensemble des fonctions rationnelles ω → R(iω)/Q(iω) qui sont dans H2(Mat
C
(d, d))
est dense dans H2(Mat
C
(d, d)). Graˆce a` ce re´sultat de densite´, il est possible d’ap-
procher ĥ(ω) par une fraction rationnelle de H2(Mat
C
(d, d)). Par conse´quent, tout
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processus Y physiquement re´alisable peut eˆtre approche´ par un processus Y˜ admet-
tant une re´alisation markovienne.
On dit que Y˜ approche Y au sens de l’e´nergie a` ε pre`s de`s lors que
E (‖Y (t)− Y˜ (t)‖2) ≤ ε.














La minimisation s’effectue sur l’ensemble des coefficients des polynoˆmes Q et R. Tou-
tefois, ce proble`me de minimisation non line´aire n’est pas un proble`me bien pose´, il
n’y a pas de re´sultats d’existence et d’unicite´ de la solution.
3.4 Un algorithme de re´solution temporelle
Dans ce qui suit, un algorithme simple permettant le calcul des trajectoires et donc
des valeurs prises par ξ aux instants tj , est pre´sente´. On suppose que le pas de temps
∆t est choisi de sorte que le domaine significatif des fre´quences ΣL = [−ωL, ωL] pour
la densite´ spectrale de ξ soit entie`rement couvert 1. D’abord, observons que la solution
ξ(t) de l’EDSI (3.2) est donne´e par l’e´quation




Ainsi, on peut e´crire la solution a` l’instant t+ u comme:




Le processus ξ e´tant stationnaire, sa matrice de covariance Cξ est inde´pendante de la
variable temps t:





La covariance ve´rifie l’e´quation de Riccatti
B0Cξ + CξB
T
0 = −Q0QT0 ,
qui admet une solution unique. La matrice de covariance Cξ peut donc eˆtre obtenue en
re´solvant cette e´quation, voir par exemple [20]. Soit l’intervalle de temps TL = [0, T ],
divise´ en NT sous-intervalles e´gaux de longueur ∆t. Le sche´ma discret, associe´ a` la
1. Il faut prendre ωL ≤ pi/∆t selon le the´ore`me d’e´chantillonnage de Shannon.
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solution exacte de l’e´quation (3.2) pour les instants tj = j∆t, j = {0, . . . ,NT − 1},
s’e´crit alors:
ξ(tj+1) = Eξ(tj) + Vj, (3.9)
ξ(t0) = ξ0,
Les valeurs η(tj) prises par le processus mode´lisant la turbulence sont ensuite obtenues
par la relation (3.3):
η(tj) = B1ξ(tj).
Dans l’expression (3.9), la matrice E s’e´crit
E = eB0∆t .
Par ailleurs, Vj est une suite de variables ale´atoires inde´pendantes suivant une loi





Sa covariance Cj est donne´e par l’expression [20]:
Cj = Cξ − eB0∆tCξeBT0 ∆t .
3.5 Mode`le spectral de la turbulence atmosphe´rique et
markovianisation approche´e
Von Karman a e´tabli des mode`les de´crivant la densite´ spectrale unidimensionnelle
pour la turbulence longitudinale η ainsi que pour les composantes late´rale et verticale
vT , wT . On note ω la fre´quence angulaire associe´e a` la coordonne´e du temps t. L
η
x
est l’e´chelle de la composante η selon la direction longitudinale, Lvx est l’e´chelle de la
composante late´rale vT selon la direction longitudinale, et L
w
x de´signe l’e´chelle de la
composante verticale wT . Les densite´s spectrales de la turbulence longitudinale, de la
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wT repre´sentent, respectivement, les variances des compo-
santes η, vT et wT . Les variances des composantes vT et wT sont, en ge´ne´ral, beaucoup
plus faibles que celle de la composante longitudinale. Les relations suivantes peuvent







Selon la me´thode de markovianisation approche´e de´crite pre´ce´demment, on approche
ces spectres par des fractions rationnelles. Dans ce travail, ceci est effectue´ a` l’aide
d’un algorithme de recuit simule´ [42]. Le spectre de la turbulence longitudinale est









(q0 − ω2)2 + q21ω2
. (3.13)
Le processus gaussien η, centre´, de densite´ spectrale (3.13) est alors solution de l’e´qua-
tion diffe´rentielle stochastique d’Itoˆ
η(t) = (R0 0) ξ(t),








ou` ξ = (ξ1, ξ2), ξ2 = ξ˙1 et ou` le processus η(t) est diffe´rentiable. En utilisant des
approximations d’ordre supe´rieur, il est possible d’obtenir des bruits encore plus re´gu-
liers.
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Le spectre de la turbulence verticale a e´galement e´te´ approche´ par un spectre rationnel






(q0 − ω2)2 + q21ω2
. (3.14)
Remarque 4. La composante late´rale de la turbulence n’influence pas le comporte-
ment des structures horizontales comme les ailes d’avion.
3.5.1 Construction d’une densite´ spectrale matricielle
Afin d’obtenir une meilleure mode´lisation, il faut prendre en compte la corre´lation
spatiale de la turbulence longitudinale le long de l’aile. Ceci implique que le processus
stochastique a` simuler est un processus a` valeurs vectorielles. La dimension de ce
vecteur est donne´e par le nombre de points de discre´tisation late´raux Nt choisis. Ici
Nt est le nombre de points de re´fe´rence sur l’aile et donc le nombre de tranches (voir
§2.5.2). On peut construire la densite´ spectrale matricielle S(ω) ∈Mat(Nt,Nt) a` l’aide
des spectres unidimensionnels Skarη (ω) ∈ R en utilisant une fonction de corre´lation












3) sont deux points de
re´fe´rence sur l’aile. Ne disposant pas de donne´es expe´rimentales pour la fonction de
corre´lation, on est amene´ a` faire des hypothe`ses de mode´lisation. Ainsi, on va travailler
avec l’hypothe`se classique selon laquelle la fonction de corre´lation spatiale est une
fonction re´elle qui de´croˆıt exponentiellement. Par ailleurs, on suppose qu’elle ne de´pend
pas de la fre´quence. Bien e´videmment, un mode`le plus fide`le peut eˆtre substitue´ de`s
qu’il est disponible.






avec [Sij ] = S et ou` Sij(ω) = S(Pi, Pj , ω). Les spectres Sij , i 6= j sont de´finis par les
relations
Rij(τ) = Rη(Pi, Pj , τ) =
∫
R




et les spectres unidimensionnels Sii ve´rifient
Rη(Pi, Pi, τ) =
∫
R




Par ailleurs, on a Sii = Sjj = S
kar
η . Le spectre de von Karman S
kar
η est physiquement
re´alisable, on peut l’e´crire sous la forme:
Skarη (ω) = h(ω)h(ω)
∗, h(ω) ∈ C .
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En ne´gligeant la partie imaginaire des spectres croise´s et sachant que, dans notre cas,
Sii = Sjj, on peut e´crire
Sij(ω) = Cij(ω)Sii(ω),
ou` Cii = 1. La matrice re´elle C = [Cij ] est de´finie positive et permet ainsi une de´-
composition de Cholesky telle que C = CoCTo ∈ MatR(Nt,Nt). La densite´ spectrale
matricielle S = [Sij ] ∈MatR(Nt,Nt) s’e´crit
S(ω) = C0(ω)h(ω)h(ω)∗C0(ω)T = Skarη (ω)C(ω), (3.15)
parce que Skarη est une fonction scalaire. La densite´ spectrale matricielle S(ω) n’est
pas sous forme rationnelle, mais elle admet une re´alisation markovienne approche´e car
elle est physiquement re´alisable.
On va alors approcher le spectre de turbulence de von Karman Skarη par un spectre
rationnel Sη comme de´crit dans le paragraphe pre´ce´dent. En utilisant une fonction
de corre´lation spatiale inde´pendante de la fre´quence, on obtient la densite´ spectrale
matricielle
S˜(ω) = Sη(ω)C = 1
2π
R20
(q0 − ω2)2 + q21ω2
C,




ou` L0 est la longueur d’e´chelle caracte´ristique et rij est la distance spatiale entre les
deux points: |Pi − Pj |.
Il est alors possible de simuler Nt processus inde´pendants ξi(t) de densite´ spectrale
Sη(ω) = Sii(ω). Le processus stochastique vectoriel est alors obtenu par multiplication
avec la fonction de corre´lation matricielle Co:
η(t) = Coξ(t) ∈ RNt ,
ou` on a note´ ξ = (ξ1, . . . , ξNt).
Chaque composante ξi(t) est solution d’une EDSI qui s’e´crit
ξi(t) = Gzi(t),
dzi(t) = Bzi(t)dt+Q0dW (t).
3.5.2 Calcul des forces exte´rieures mode´lisant la turbulence verticale
Classiquement, on approche les forces ge´ne´ralise´es exte´rieures dues a` la turbulence














wˆT (ω) ∈ RN .
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Dans cette expression, on a m = {1, . . . ,N}, ou` N est le nombre de modes de la
structure conside´re´s.
Dans le domaine temps, on obtient







ou` les variables Zr sont solutions de l’e´quation diffe´rentielle
Z˙r = −prUZ + w˙T .
Cette me´thode a le de´savantage d’introduire (Nr − 1) inconnues supple´mentaires, ce
qui augmente encore la taille du syste`me d’e´tat. Par ailleurs, on a besoin de connaˆıtre,
c’est-a`-dire simuler, wT ainsi que w˙T . Afin d’obtenir w˙T en meˆme temps que wT , il
faut choisir un polynoˆme Q(iω) de degre´ plus e´leve´. En utilisant les notations de §3.2,
il faut avoir q supe´rieur a` 2 et un polynoˆme R(iω) tel que r < q − 1, r e´tant le degre´
de R(iω), et ceci en respectant les contraintes de signe sur les poˆles.
L’approche que nous avons suivie ici pour simuler, dans le domaine temporel, les FAG
dues a` la turbulence verticale, consiste a` construire une re´alisation markovienne de
ces forces en approchant leur densite´ spectrale par un spectre rationnel. Plus pre´cise´-
ment, en utilisant les notations du paragraphe 2.6, on approche d’abord les fonctions









, m = {1, . . . ,N},
par des fractions rationnelles du type R(iω)/Q(iω). Puis on approche e´galement la
densite´ spectrale SkarwT du processus wT par une fraction rationnelle. La densite´ spec-
trale du processus FwT est une matrice diagonale, ses composantes sont donne´es par
la relation
SmFw(ω) = |Hm(ω)|2SwT .
Elle est alors de type rationnel. On peut ainsi utiliser les re´sultats des paragraphes pre´-
ce´dents pour construire des trajectoires du processus vectoriel FwT = (F
1
wT
, . . . , FmwT ).
Ici, on a choisi l’approximation
Hm(iω) =
Q0 +Q1iω/U
g0 + g1iω/U + (iω/U )2
.
Ainsi, en utilisant l’approximation du spectre de la turbulence verticale donne´e par
l’e´quation (3.14), l’approximation par fraction rationnelle des densite´s spectrales SmFw
des forces ge´ne´ralise´es pour le mode m s’e´crit formellement:
SmFw(ω) =
|a1 + a2iω + a3(iω)2|2
|b1 + b2iω + b3(iω)2 + b4(iω)3 + (iω)4|2 .
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Chapitre 4
E´tude de la stabilite´ de syste`mes
dynamiques ale´atoires
Dans ce chapitre, on introduit les outils mathe´matiques et nume´riques ne´cessaires a`
l’analyse des e´quations mode´lisant le comportement du syste`me ae´roe´lastique. La sta-
bilite´ des syste`mes dynamiques engendre´s par le proble`me couple´ fluide-structure avec
bruit ale´atoire multiplicatif sera e´tudie´e en se plac¸ant dans le cadre de la the´orie des
syste`mes dynamiques ale´atoires. La plus grande partie des re´sultats de ce qui est appele´
analyse stochastique a e´te´ e´tabli dans les anne´es 20 a` 30. Mais c’est seulement plus
tard, dans les anne´es 80, qu’il a e´te´ possible de lier l’analyse stochastique a` la the´orie
des syste`mes dynamiques car on a pu montrer qu’une e´quation diffe´rentielle ale´atoire
ou stochastique engendre un syste`me dynamique ale´atoire (SDA). Le the´ore`me crucial
pour l’analyse de la stabilite´ est le the´ore`me ergodique multiplicatif. Il a e´te´ de´mon-
tre´ en 1968 par Oseledets [77] et s’applique a` la line´arisation de SDA re´guliers. Ce
the´ore`me nous fournit le pendant ale´atoire de certains outils de l’alge`bre line´aire. No-
tamment, il rend possible une e´tude locale de la stabilite´ des syste`mes dynamiques
ale´atoires. Dans ce qui suit, on donnera les principaux re´sultats et notations concer-
nant les SDA afin d’aboutir a` la notion d’exposant de Lyapunov, pie`ce maˆıtresse de
la de´marche suivie. On abordera e´galement le proble`me de la bifurcation stochastique.
L’aspect simulation nume´rique des SDA sera ensuite aborde´. Sauf cas tre`s particu-
liers, l’exposant de Lyapunov ne peut eˆtre obtenu que par des me´thodes nume´riques en
s’appuyant sur la simulation de trajectoires des SDA.
Dans ce chapitre, ω de´signe l’ale´a et non la fre´quence circulaire. Par ailleurs on note
de manie`re e´quivalente x(t) et xt.
4.1 De´finition des types d’e´quations objet de l’e´tude
Soit l’espace probabilise´ (Ω,B, P ). On e´tudie ici des e´quations diffe´rentielles issues de
la mode´lisation de syste`mes dynamiques qui sont excite´s par des bruits re´els. Ces e´qua-
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tions diffe´rentielles sont appele´es e´quations diffe´rentielles ale´atoires (EDA) contraire-
ment aux e´quations diffe´rentielles stochastiques (EDS) excite´es par un bruit blanc. En
effet, on appelle bruit re´el ou encore bruit colore´ un processus stochastique issu du
filtrage d’un bruit blanc et dont les trajectoires posse`dent une certaine re´gularite´ que
ne posse`de pas le bruit blanc. La turbulence atmosphe´rique est mode´lise´e par un tel
processus.
Introduisons la forme ge´ne´rale d’une EDA,
x˙t = f(ξt(ω), xt), xt0 = x0, (4.1)
ou` f : Rn × Rd → Rd est une fonction analytique ve´rifiant f(ξ, 0) = 0 et ξt(ω)
est un processus de diffusion, stationnaire, ergodique sur Rn , solution d’une e´quation





ou` Wt(ω) ∈ R est un processus de Wiener et les champs de vecteurs B0 et Qi ∈ Rn
sont suppose´s analytiques.
Donnons tout d’abord quelques notions sur l’ergodicite´:
Ergodicite´ Soit Xt ∈ Rd , t ∈ R un processus du second ordre, stationnaire. L’ergo-
dicite´ d’un processus stationnaire exprime une certaine e´quivalence entre les moyennes
par rapport au parame`tre d’indexation t, en occurrence le temps, et les moyennes par
rapport a` une mesure de probabilite´ (les moyennes probabilistes).
De´finition. Soit (t1, . . . , tm) une partition finie de R et soit Yt le processus station-
naire tel que Y (t) = (Xt,Xt+t1 , . . . ,Xt+tm). Ge´ne´ralement, la notion de d’ergodicite´
est de´finie comme suit: un processus Xt ∈ Rd , t ∈ R est ergodique si pour tous t et










∥∥2) = 0, ∀s ∈ R+ .







Xt dt, ∀s ∈ R+ ,
c’est-a`-dire que l’on a e´quivalence entre la moyenne probabiliste et la moyenne tem-
porelle. Ainsi, un processus stationnaire gaussien est ergodique s’il est ergodique par
1. Nous n’abordons pas ici la diffe´rence entre les deux approches classiques concernant les EDS:
celle de Stratonovich et celle d’Itoˆ. L’EDS au sens de Stratonovich et au sens d’Itoˆ co¨ıncident ici car
les champs de vecteurs Qi sont constants (voir aussi les annexes D et D.5).
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rapport a` sa fonction moyenne et sa fonction d’autocorre´lation, c’est-a`-dire g(Yt) = Xt
et g(Yt) = Xt+uX
T
t . En pratique, on peut utiliser le re´sultat suivant [101]: si Xt est un
processus gaussien centre´ stationnaire dont la fonction d’autocorre´lation est inte´grable
et aussi de carre´ inte´grable
RX ∈ L1(R), et RX ∈ L2(R),
alors Xt est un processus ergodique.
Dans le cas ou` le syste`me dynamique est line´aire (et on suppose que c’est le cas pour
le syste`me ae´roe´lastique sans jeu), l’e´quation (4.1) s’e´crit
x˙t = A(ξt(ω))xt, xt0 = x0, (4.3)
ou` maintenant f(ξt(ω), x) ≡ A(ξt(ω))xt. Remarquons que l’e´quation (4.3) est line´aire
par rapport a` x mais non line´aire par rapport au bruit ξt.
Pour le proble`me ae´roe´lastique qui nous inte´resse, le bruit qui vient perturber le sys-
te`me est la composante longitudinale de la turbulence atmosphe´rique qui, on l’a vu
au dernier chapitre, est mode´lise´e par re´alisation markovienne d’un processus gaussien
stationnaire η:
ηt(ω) = B1 ξt(ω),
dξt(ω) = B0ξt(ω) dt+Q0dWt(ω), (4.4)
ou` B1 ∈ R(m,n) , B0 ∈ R(n,n) et Q0 ∈ Rn .
Cependant, on e´crira encore l’e´quation sous la forme (4.1) ou respectivement (4.3) en
faisant apparaˆıtre le processus de diffusion ξt a` la place de l’observation ηt = B1 ξt.
Remarque 5. On peut e´crire l’e´quation (4.1) avec bruit markovien (4.4) sous forme
d’une e´quation diffe´rentielle stochastique non line´aire au sens d’Itoˆ en introduisant la












On note que le bruit est maintenant additif et que l’e´quation diffe´rentielle est non
line´aire, meˆme dans le cas d’une EDA line´aire avec f(ξt, xt) ≡ A(ξt)xt.
4.2 Syste`mes dynamiques ale´atoires line´aires
On a vu qu’une EDA est une e´quation diffe´rentielle excite´e par un bruit re´el multi-
plicatif obtenu par filtrage du bruit blanc. Les e´quations diffe´rentielles avec bruit re´el
multiplicatif peuvent eˆtre traite´es commes des e´quations diffe´rentielles ordinaires avec
coefficients ale´atoires. Ainsi, contrairement au cas d’EDS, on n’a pas besoin de l’outil
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du calcul stochastique d’Itoˆ. Par construction, le processus stochastique ξ est gaussien
et stationnaire. Soit l’e´quation diffe´rentielle ale´atoire
x˙ = A(ξt(ω))x. (4.6)
Si la fonction A : Ω → Mat
R
(d, d) est mesurable et satisfait A ∈ L1(Ω), alors (4.6)
ge´ne`re un unique syste`me dynamique ale´atoire dont le flot φ est C∞ (i.e. infiniment
diffe´rentiable par rapport a` x). La notion de flot dans le cas stochastique est introduite
dans le paragraphe suivant, voir aussi l’annexe A pour la de´finition d’un flot classique
de´terministe.
De´finition du flot stochastique Conside´rons d’abord le cas de l’e´quation de´ter-
ministe
x˙t = Axt, xt0 = x0.
On sait alors (voir Annexe A) que les solutions de cette e´quation de´finissent un flot
de diffe´omorphismes de´fini par
φ(t, x) = Ψ(t)x = eA(t−t0)x,
qui ve´rifie la proprie´te´ classique
φ(t+ s, x) = φ(t, ·) ◦ φ(s, x), (4.7)
ou` ◦ de´sige la composition de fonctions. De manie`re ge´ne´rale, si on conside`re mainte-
nant le cas probabiliste,
x˙t = A(ξt)xt
la solution va de´pendre de l’ale´a. Par conse´quent, il est naturel de conside´rer l’appli-
cation
φ : R × Ω× Rd → Rd ,
(t, ω, x) → φ(t, ω, x) = Ψ(t, ω)x, (4.8)
qui associe a` chaque valeur initiale x ∈ Rd la valeur atteinte par la solution de l’e´qua-
tion (4.6) a` l’instant t sous l’influence de l’ale´a ω ∈ Ω.
Si on souhaite ge´ne´raliser la proprie´te´ (4.7) au cas stochastique, il est ne´cessaire de
pouvoir e´valuer le bruit a` l’instant u = t + s a` partir de sa connaissance a` l’instant
s. Plus pre´cise´ment, ayant construit la solution jusqu’a´ l’instant s sous l’influence de
ω, on veut la prolonger jusqu’a` l’instant u. Afin d’e´valuer la solution a` l’instant t+ s
avec valeur initiale Ψ(s, ω)x, il faut alors tenir compte de l’e´volution du bruit entre
les instants s et t + s. C’est pourquoi on introduit sur l’espace Ω une famille νt de
transformations formelles appele´es “shift” et qui ve´rifient la proprie´te´
νt : Ω→ Ω,
νt+sω = νt ◦ νsω.
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Remarque 6. On sait que la donne´e d’un espace probabilise´ est arbitraire et, en pra-
tique, on ne travaille pratiquement jamais sur l’ensemble Ω. Si on choisit de prendre
pour Ω l’ensemble de toutes les trajectoires du bruit ξt, alors les e´le´ments de Ω sont
des fonctions t → ω(t) et l’application shift n’est autre que l’ope´rateur classique de
translation νtω(s) = ω(t+ s).
On de´montre alors que l’application φ de (4.8) de´finit un syste`me dynamique. Elle
forme un cocycle de diffe´omorphismes par rapport a` νt, c’est-a`-dire que φ(t, ω, ·) .=
φ(t, ω) est mesurable par rapport a` ω, continue en (x, t) et pour presque tout ω ∈ Ω
et t ∈ R, φ(t, ω) ve´rifie la proprie´te´
φ(t+ s, ω) = φ(t, νsω) ◦ φ(s, ω) ∀ t, s ∈ R, x ∈ Rd ,
φ(0, ω) = Id.
Remarque 7. En analogie avec la de´finition de´terministe, le flot stochastique Θt sur
Ω× Rd est de´fini par
Θt : (ω, x)→ (νtω, φ(t, ω, x)).
En fait, on a simultane´ment deux syste`mes dynamiques: celui qui ge´ne`re le bruit ξt et
celui qui gouverne le syste`me me´canique.
En particulier, pour ω et t fixe´s, l’application Rd → Rd : Ψ(t, ω) .= φ(t, ω, ·) asso-
cie´e a` l’EDA line´aire (4.6) est un diffe´omorphisme line´aire. Ce cocycle matriciel est
donne´ par la matrice fondamentale de l’e´quation diffe´rentielle (4.6) ve´rifiant Ψ˙(t, ω) =
A(ξt)Ψ(t, ω). Par ailleurs, on a Ψ(t0, ω) = Id et Ψ ve´rifie




L’e´tude de la stabilite´ du SDA (4.6) consiste alors a` e´tudier la stabilite´ de ce cocycle.
4.3 Notion de stabilite´ au sens de Lyapunov
La stabilite´ d’un syste`me dynamique se traduit par une insensibilite´ a` de petites per-
turbations: si deux trajectoires d’un syste`me stable sont proches l’une de l’autre a` un
instant donne´, elles le restent aux instants suivants. Les perturbations e´voque´es ci des-
sus peuvent eˆtre de petits changements dans la condition initiale ou des changements
dans les parame`tres du syste`me. Soit le syste`me de´terministe autonome x˙t = f(xt). On
peut supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que f(0) = 0. Le point x ≡ 0 est alors un point
d’e´quilibre ou un point fixe du syste`me. Pour l’e´quation diffe´rentielle de´terministe on
de´finit la notion de stabilite´ comme suit (par exemple [108])
De´finition. Le point d’e´quilibre x = 0 est:
stable si, pour tout ǫ > 0, il existe un δ = δ(ǫ) > 0 tel que
‖x0‖ < δ ⇒ ‖xt(x0)‖ < ǫ, ∀ t ≥ 0
54 E´TUDE DE LA STABILITE´ DE SYSTE`MES DYNAMIQUES ALE´ATOIRES
asymptotiquement stable s’il est stable et δ peut eˆtre choisie telle que
‖x0‖ < δ ⇒ lim
t→∞
xt(x0) = 0
Dans le cas de syste`mes dynamiques classiques line´aires de la forme x˙t = Axt, le
calcul des valeurs propres de la matrice A permet de conclure sur la stabilite´ de la
solution. Ainsi, le syste`me est stable si toutes les parties re´elles des valeurs propres
sont ne´gatives. Plus particulie`rement, les parties re´elles des valeurs propres donnent le
taux de (de´-)croissance exponentielle d’une solution dans la direction du sous-espace
correspondant. On remarque aussi qu’un syste`me line´aire stable est toujours stable
globalement. Cela implique que la stabilite´ ne de´pend pas de la condition initiale et
ainsi, quelque soit l’e´cart a` la position d’e´quilibre, le syste`me revient a` l’e´tat corres-
pondant a` cette position d’e´quilibre. Si on conside`re maintenant le syste`me line´aire
non-autonome x˙t = A(t)xt, l’e´tude des valeurs propres des matrices A(t) n’est plus
suffisante (il n’est pas non plus possible de les calculer pour toutes matrices A(t))
car les valeurs propres ne permettent pas d’avoir une information sur le comporte-
ment asymptotique de la solution. C’est ainsi que Lyapunov a introduit les exposants
caracte´ristiques qui portent son nom. Les exposants de Lyapunov sont des quantite´s
spectrales de´crivant le comportement asymptotique de A(t). Plus concre`tement, ils
mesurent la divergence ou convergence exponentielle d’orbites voisines dans l’espace
des phases. Les exposants de Lyapunov d’un syste`me line´aire, autonome, de´terministe
correspondent aussi aux parties re´elles des valeurs propres de A. Le the´ore`me mul-
tiplicatif d’Oseledets montre que ces objets spectraux existent aussi pour la classe
particulie`re des syste`mes non autonomes (ale´atoires) x˙t = A(ξt(ω))xt. Par ailleurs, le
point fixe d’un tel syste`me dynamique est stable si le plus grand exposant de Lyapunov
est ne´gatif.
4.4 Stabilite´ stochastique
Dans le cas de syste`mes avec bruit ale´atoire multiplicatif, la matrice A est un processus
stochastique a` valeurs matricielles. La de´finition de la stabilite´ doit alors eˆtre adapte´e a`
des grandeurs ale´atoires: elle doit eˆtre de´finie en termes de probabilite´s et d’espe´rances
mathe´matiques. On distingue la notion de stabilite´ en probabilite´ et la notion de
stabilite´ presque suˆrement. Elles sont de´finies comme suit:
De´finition. – On dit que la solution triviale φ(t, ω, x0) = 0 de (4.3) ou (4.5) est





‖φ(t, ω, x0)‖ > ǫ) = 0 ∀ǫ > 0
– La solution triviale φ(t, ω, x0) = 0 est asymptotiquement stable presque suˆrement





‖φ(t, ω, x0)‖ = 0) = 1
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est ve´rifie´e.
On ve´rifie que ces de´finitions sont analogues aux de´finitions de´terministes de la no-
tion de stabilite´ et de stabilite´ asymptotique, respectivement. Par ailleurs, la solution
triviale est globalement stable si
P ( lim
t→∞
‖φ(t, ω, x0)‖ = 0) = 1, ∀x0
Notons e´galement qu’on parle de stabilite´ en moyenne d’ordre deux si on a
lim
t→∞
E (‖φ(t, ω, x0)‖2) = 0
La notion de stabilite´ en moyenne d’ordre deux est la plus forte, elle implique la
stabilite´ en probabilite´ et la stabilite´ presque suˆrement.
4.5 The´ore`me ergodique d’Oseledets
Le the´ore`me suivant e´tabli par Oseledets (1968) nous fournit des outils pour les SDA
remplac¸ant certains outils de l’alge`bre line´aire du cadre de´terministe. Par analogie avec
les sous-espaces propres d’une matrice de´terministe, on de´finit les espaces d’Oseledets
qui sont des sous-espaces ale´atoires. Les exposants de Lyapunov, quant a` eux, sont des
grandeurs de´terministes qui correspondent aux parties re´elles des valeurs propres de
matrices de´terministes. Ils donnent le taux de croissance exponentiel d’une trajectoire
dans la direction de chaque sous-espace.
Les mesures invariantes jouent un roˆle important dans la the´orie des syste`mes dyna-
miques ale´atoires. S’il existe une mesure ergodique invariante pour le flot engendre´
par le syste`me dynamique, le the´ore`me multiplicatif d’Oseledets donne une expression
analytique pour les exposants de Lyapunov. Soit l’EDA line´aire x˙t = A(ξt(ω))xt. Sa-
chant que le point ze´ro est point fixe, on ve´rifie que la mesure de Dirac au point ze´ro
µω = δ0 est l’unique mesure invariante, ergodique par rapport au flot, telle que:
δ0(B) =
{
1 si 0 ∈ B,
0 si 0 /∈ B.
Le the´ore`me multiplicatif d’Oseledets s’e´nonce comme suit:
The´ore`me 3 (The´ore`me ergodique multiplicatif d’Oseledets). Sous l’hypothe`se
que E‖A(ξt(ω))‖ < +∞, il existe r nombres re´els λ1 ≥ . . . ≥ λr de multiplicite´ di,∑r
i=1 = di = d, tels que pour tout ω appartenant a` un ensemble Γ, invariant par
rapport a` l’application νt avec Γ ⊂ Ω, P (Γ) = 1, on a
(i) il y a r sous-espaces ale´atoires Ei(ω) ⊂ Rd tels que
R
d = E1(ω)⊕ . . .⊕Er(ω), dimEi(ω) = di
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Ψ(t, ω)Ei(ω) = Ei(νtω) invariance stochastique
(ii) pour tout x 6= 0 la limite λ± suivante existe, elle est donne´e par




log ‖Ψ(t, ω)x‖ = λi ssi x ∈ Ei(ω)
Les λi sont appele´s exposants de Lyapunov et les sous-espaces ale´atoires Ei(ω) sont
appele´s les espaces d’Oseledets. Comme dans le cas de´terministe (voir Annexe A), l’ex-
posant de Lyapunov λi donne le taux de croissance d’une solution avec valeur initiale










Le syste`me est dit hyperbolique si λi 6= 0. Dans ce cas, les sous-espaces stable Es et
instable Eu sont de´finis comme suit:
Es(ω) = ⊕λi<0Ei(ω), Eu(ω) = ⊕λi>0Ei(ω).
Le point (ii) du the´ore`me 3 montre que les exposants de Lyapunov sont inde´pendants
de l’ale´a ω et de la valeur initiale x0. Bien entendu, le syste`me est stable asymptoti-
quement si tous les exposants de Lyapunov sont ne´gatifs. On peut e´galement ve´rifier
que, si on annule le bruit, les exposants de Lyapunov coinc¨ıdent avec les parties re´elles
des valeurs propres de la matrice A et que dans ce cas, les espaces d’Oseledets corres-
pondent aux sous-espaces propres ge´ne´ralise´s.
On peut montrer que, si la projection de l’e´quation (4.6) sur la sphe`re unite´ ve´rifie une
certaine condition de non-de´ge´ne´rescence (voir aussi l’annexe C), alors le plus grand
exposant de Lyapunov est donne´ presque suˆrement par la formule suivante:
λ
.




log ‖Ψ(t, ω)x0‖, P-p.s. pourx0 6= 0
De manie`re heuristique, on peut dire que la solution est attire´e par le sous-espace
Er(ω) qui correspond au plus grand exposant de Lyapunov λmax
.
= λr. Ou, autrement
dit, la projection de n’importe quel vecteur x0 ∈ Rd sur l’espace ale´atoire Er(ω) ne
s’annule pas, presque suˆrement.




t log ‖x(t, ω)‖
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Pour l’utiliser, il faut pouvoir construire une trajectoire t → x(t, ω) de la solution et
calculer la quantite´ 1/t log ‖x(t, ω)‖ pour t suffisamment grand.
On peut maintenant se demander ce qui se passe si le syste`me est dans le meˆme
temps excite´ par des bruits multiplicatif et additif. Cette situation est discute´e dans
le paragraphe suivant.
4.6 Stabilite´ du syste`me dynamique ale´atoire line´aire af-
fine
Lorsqu’on introduit un bruit additif, on obtient l’e´quation affine suivante:
x˙t = A(ξt(ω))xt + b(ξ
′
t(ω)) , ou` A, b ∈ L1(Ω). (4.9)
L’e´quation (4.9) ge´ne`re un unique SDA dont le flot est C∞. La solution est donne´e
par









0 Ψ(t− u, νuω)b(ξ′u(ω))du,
avec Ψ(t, ω)−1 = Ψ(−t, νtω) et ou` Ψ(t, ω) est le cocycle matriciel ge´ne´re´ par l’e´quation
homoge`ne (4.6).
Il existe une unique solution stationnaire qui est a` trajectoires continues. Dans le
cas stable, c’est-a`-dire si λmax < 0 pour le cocycle Ψ(t, ω), alors toutes les solutions
convergent vers cette solution stationnaire [5]:
Pour tout x ∈ Rd et t→∞ on a
ϕ(t, ω)x− ζ(νtω) t→∞−→ 0 P − p.s.,





Ces re´sultats montrent qu’une force exte´rieure ale´atoire (ou un bruit additif), cor-
respondant par exemple par la composante verticale de la turbulence atmosphe´rique,
n’influence pas la stabilite´ d’un syste`me line´aire. Le point fixe de l’e´quation non-bruite´e
se transforme en une unique solution stationnaire. Cependant, le syste`me n’est plus
stable asymptotiquement.
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4.7 Exposant de Lyapunov des moments
On peut e´galement de´finir les exposants de Lyapunov des moments d’une solution
Ψ(t, ω)x0:
De´finition. L’exposant de Lyapunov du pie`me moment de la solution est de´fini par




log E (‖Ψ(t, ω)x0‖p) p ∈ R, xo 6= 0 (4.10)
Sous certaines conditions, l’exposant de Lyapunov du pie`me moment est inde´pendant
de la valeur initiale x0. Dans ce cas, il existe un lien entre la stabilite´ presque suˆrement
des trajectoires et la stabilite´ des moments (Arnold et al. [3], [10]).
The´ore`me 4 (Arnold [3]). Si certaines conditions topologiques sont ve´rifie´es, l’ex-
posant de Lyapunov du pie`me moment g(p) existe et ve´rifie les proprie´te´s suivantes:
(i) g(p) est inde´pendant de x0 pour x0 6= 0
(ii) g : R → R est une fonction convexe, analytique et g(0) = 0
(iii) g′(0) = λmax
Arnold [3] de´finit aussi l’indice de stabilite´ γ qui correspond a` la solution non-nulle
de g(γ) = 0, p′ 6= 0, si elle existe. L’indice de stabilite´ indique donc la limite pour la
stabilite´ des moments: le pie`me moment est instable pour p > γ. Plus ge´ne´ralement, les
exposants de Lyapunov des moments ainsi que l’indice de stabilite´ peuvent donner des
renseignements plus fins sur le comportement de la solution. Cependant, on constate
que les exposants de Lyapunov des moments sont difficilement calculables par simu-
lation nume´rique pour des raisons d’instabilite´ nume´rique (voir aussi §4.10.2 pour le
calcul nume´rique de l’exposant de Lyapunov). Pour certains cas simples, il est possible
de trouver une solution analytique. Certains auteurs ont notamment de´veloppe´ des ap-
proximations a` l’aide de de´veloppements asymptotiques pour des oscillateurs simples
et sous des hypothe`ses plus ou moins restrictives [113], [102]. Ne´anmoins, toutes ces
me´thodes ne sont pas applicables a` des syste`mes quelconques et notamment de plus
grande taille. Il semble qu’en pratique, les exposants de Lyapunov des moments ne
soient pas utilisables. Pour des proble`mes industriels, on ne peut pas espe´rer obtenir
des informations plus de´taille´es sur le comportement par le moyen des exposants de
Lyapunov des moments.
4.8 Stabilite´ de SDA non line´aires
4.8.1 EDA non line´aire avec point fixe x¯ = 0
Conside´rons d’abord le cas de´terministe, a` savoir un syste`me dynamique engendre´ par
l’e´quation diffe´rentielle non line´aire
x˙t = f(xt) ∈ Rd .
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On suppose que x¯ est un point fixe (tel que f(x¯) = x¯) et on cherche a` caracte´riser le
comportement des trajectoires dans un voisinage de ce point d’e´quilibre. On suppose
e´galement, sans perte de ge´ne´ralite´, que le point fixe est donne´ par la solution ze´ro
x¯ = 0 car on peut toujours se ramener a` ce cas par changement de variable. Le the´ore`me
de Grobman-Hartman dit alors que le comportement asymptotique des solutions (et
donc la stabilite´) dans un voisinage du point fixe est de´termine´ par le comportement
du syste`me line´arise´
v˙ = Dx f(x¯)v
si la matrice jacobienne Dx f(x¯) = [
∂fi
∂xi
|x¯] ∈ MatR(d, d) de f est hyperbolique. 2 On
rappelle qu’un syste`me dynamique line´aire est dit hyperbolique, s’il ne posse`de pas de
valeur propre a` partie re´elle e´gale a` ze´ro.
En conse´quence du the´ore`me de Hartman-Grobman, il suffit d’e´tudier la stabilite´ du
syste`me line´arise´ et, plus pre´cise´ment, les valeurs propres de la matrice jacobienne
Dx f(x¯) afin de savoir si le point fixe du syste`me non line´aire est stable ou non. Si
l’une des valeurs propres est a` partie re´elle nulle, on ne peut plus e´tudier la stabilite´
par line´arisation.
Conside´rons maintenant l’e´quation diffe´rentielle ale´atoire non line´aire dans Rd
x˙t = f(ξt(ω), xt), (4.11)
avec f(ξt(ω), 0) = 0 et dont le flot s’e´crit
φ(t, ω, x) = x+
∫ t
0
f(ξs(ω), φ(s, ω, x)) ds.
Par ailleurs, la line´arisation de l’e´quation (4.11) par rapport a` la variable x est donne´e
par
v˙t = Dx f(ξt(ω), φ(t, ω, x))vt. (4.12)
On souhaite e´tudier la stabilite´ du point fixe x¯ ≡ 0 de l’e´quation 4.11. Son cocycle ve´-
rifie φ(t, ω, 0) = 0 et il est e´vident que la mesure de Dirac δ0 est une mesure invariante.
Conside´rons la matrice jacobienne au point ze´ro donne´e par Ψ(t, ω) = Dxφ(t, ω, 0),
solution des e´quations line´aires
Ψ˙ = A(ξt(ω))Ψ,
Ψ(0, ω) = Id et A(ξt(ω)) = Dxf(ξt(ω), 0).
Il existe une version ale´atoire du the´ore`me de Hartman-Grobman [111] [9]. Si certaines
conditions concernant le terme non line´aire φ−Ψ sont satisfaites, il existe un home´o-
morphisme ale´atoire h(ω) tel que le flot h(νtω)◦φ(t, ω, x) prenne les meˆmes trajectoires
que le flot line´arise´ Ψ(t, ω)x. Dans un cadre plus ge´ne´ral, un the´ore`me de Grobman-
Hartman local s’applique pour tout SDA diffe´rentiable avec mesure invariante δ0 et
2. Le the´ore`me de Hartman-Grobman est rappele´ dans l’annexe A.
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donc avec point fixe 0. Il existe alors un home´omorphisme ale´atoire hT (ω) tel que pour
tout T > 0, il existe un voisinage UT (ω) de 0 ou` hT (νtω) ◦ φ(t, ω, x) prend les meˆmes
trajectoires que Ψ(t, ω)x pour x ∈ UT (ω) et |t| ≤ T .
Le the´ore`me ergodique d’Oseledets s’applique aux e´quations line´arise´es et, sous condi-






log ‖Ψ(t, ω)x0‖, ∀ω ∈ Ω, x0 6= 0,
est encore un indicateur de la stabilite´ du point fixe (de la mesure invariante δ0) de
l’e´quation non line´aire (4.11).
4.8.2 Exposant de Lyapunov pour des EDS non line´aires avec bruit
additif
Dans ce paragraphe, on se place dans le cadre d’e´quations diffe´rentielles stochastiques
d’Itoˆ. En effet, il est possible de calculer des exposants de Lyapunov pour des EDS ne
posse´dant pas de point fixe du fait de la pre´sence d’un bruit additif comme par exemple
l’e´quation (4.5). Cependant, la re´solution du syste`me d’e´quations qui en de´coule est
beaucoup plus contraignante que celle du syste`me obtenu par line´arisation autour d’un
point fixe de l’EDA (4.11).
Soit l’EDS d-dimensionnelle non line´aire
dxt = a(xt)dt+QdWt, x0 = x (4.13)
(cette e´quation est a` comparer a` l’e´quation (4.5) de l’e´nonce´). Soit (ω, x)→ φ(t, ω, x)
le flot engendre´ par (4.13). On peut line´ariser φ au point x ∈ Rd et on note Ψ(t, ω, x)
cette partie line´aire du flot. L’application Φ : Rd × Rd → Rd × Rd , de´finie par
(x, v)→ (φ(t, ω, x),Ψ(t, ω, x)v)
, est un cocycle par rapport a` νt, de´finie sur R
d×Rd avec Φ(x0, v0) = (x, v). Le syste`me
line´arise´, de´fini sur Rd × Rd , est alors donne´ par
dxt = a(xt)dt+QdWt,
dvt = A(xt)vtdt .
Ici, A = Dxa est la matrice jacobienne de a. On remarque que les deux e´quations sont
couple´es dans la mesure ou` vt de´pend de xt = φ(t, ω, x). Le plus grand exposant de





log ‖vt(ω, x0)‖ ∀ω ∈ Ω, xo 6= 0.
Pour plus de de´tails et une version sur les varie´te´s, le lecteur peut consulter [48] et [4].
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4.9 Bifurcation stochastique
La the´orie mathe´matique de la bifurcation stochastique, quant a` elle, en est encore a`
ses de´buts [6]. Une fois de plus, on conside`re, dans un premier temps, le cas de´termi-
niste afin de montrer ensuite comment les re´sultats ont e´te´ e´tendus au cas avec bruit
multiplicatif.
4.9.1 Bifurcation d’un syste`me dynamique de´terministe
Soit la famille de syste`mes dynamiques parame´tre´s ge´ne´re´e par les e´quations diffe´ren-
tielles ordinaires
x˙t = f(xt, α), x ∈ Rd , α ∈ R. (4.14)
On suppose que f de´pend re´gulie`rement de α et, comme auparavant, qu’on a un point
fixe pour x¯ = 0. La line´arisation de (4.14) s’e´crit v˙t = A(x¯, α)vt avec A(x¯, α) =
Dxf(x¯, α).
Le terme bifurcation de´crit un changement qualitatif dans le plan des phases des
solutions (les orbites) de (4.14), et ceci pour une certaine valeur du parame`tre α. Une
solution d’e´quilibre auparavant stable (comme ici le point fixe x¯) devient instable alors
que d’autres solutions (instables ou stables) apparaissent. On parle alors de bifurcation
et on de´signe par α¯ la valeur de ce parame`tre pour laquelle le changement est observe´.
Il est connu qu’une nouvelle solution d’e´quilibre ne peut bifurquer d’un point fixe que
si la partie re´elle de l’une des valeurs propres du syste`me line´arise´ devient nulle. Si
aucune valeur propre de A(x¯, α¯) n’est a` partie re´elle nulle, alors le point fixe x¯ est
dit hyperbolique pour α¯ et le comportement asymptotique de la solution dans un
voisinage de x¯ est de´termine´ par la line´arisation (The´ore`me de Hartman Grobman).
Si le syste`me line´arise´ posse`de une valeur propre a` partie re´elle nulle, des phe´nome`nes
plus complexes interviennent et l’e´tude du syste`me line´arise´ n’est plus suffisante.
Bifurcation de Hopf Soit, de nouveau, x¯ ∈ Rd un point d’e´quilibre pour certaines
valeurs de parame`tre α et d ≥ 2. Soit Dx f(x¯, ·) la matrice jacobienne posse´dant
une paire de valeurs propres complexes conjugue´es non nulles. D’apre`s le the´ore`me





voisinage de α¯, passant par x¯ pour α¯, et la paire de valeurs propres β(α) ± iω(α) de
Dx f(x(α), α) varie continuˆment avec α. Une bifurcation de Hopf se produit au point x¯
si une paire de valeurs propres coupe l’axe imaginaire du plan complexe C pour α = α¯
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Pour de plus amples de´tails on peut consulter l’ouvrage classique de Guckenheimer et
Holmes [49].
Remarque 8. A titre d’exemple, si on mode´lise un profil d’aile d’avion bidimension-
nel, soumis a` un e´coulement (subsonique), par deux oscillateurs simples couple´s et si
un jeu est introduit par un ressort non line´aire, alors on observe une bifurcation de
Hopf pour une certaine valeur critique αcrit de l’e´coulement. La solution ze´ro devient
instable et, pour α > αcrit, des oscillations harmoniques soutenues, appele´s cycles
limites, forment le nouvel e´quilibre.
4.9.2 Qu’est-ce qu’une bifurcation stochastique?
Soit φα une famille de syste`mes dynamiques ale´atoires avec point fixe a` l’origine ze´ro
engendre´e par le champ de vecteurs
x˙t = f(ξt(ω), xt, α) ∈ Rd . (4.15)
Comme dans le cas de´terministe, on parle de bifurcation si l’on rencontre des chan-
gements qualitatifs dans le plan des phases d’une famille de syste`mes dynamiques
parame´tre´s.
Selon Arnold et al. [5] [23], on distingue la bifurcation dynamique (D-bifurcation)
et la bifurcation phe´nome´nologique (P-bifurcation).
En ce qui concerne la bifurcation dynamique, on parle d’un point de bifurcation si
le plus grand exposant de Lyapunov s’annule pour une certaine valeur du parame`tre
(αD). En dimension un, on observe la bifurcation d’une nouvelle famille de mesures
invariantes a` partir de la mesure invariante δ0.
La bifurcation dite phe´nome´nologique est issue d’un concept plus ancien. Cette ap-
proche a, en premier lieu, e´te´ introduite par des physiciens qui e´tudiaient des e´quations
diffe´rentielles issues de la physique perturbe´es par un bruit blanc. Elle repose sur l’ob-
servation d’un changement dans l’allure de la densite´ de probabilite´ stationnaire pα,
solution de l’e´quation de Fokker-Planck, L∗αpα = 0, associe´e au processus x solution de
l’EDA non line´aire (4.15). Pour plus de de´tails et quelques exemples, le lecteur peut
consulter les publications de Horsthemke et Lefever [50] (qui notamment appellent ces
phe´nome`nes ”noise-induced transitions”) ainsi que celles de Zeeman [115].
Toutefois, le plus grand exposant de Lyapunov ne s’annule pas, en ge´ne´ral, au point de
bifurcation phe´nome´nologique αP . Par conse´quent, la D-bifurcation n’est pas lie´e a` la
stabilite´ des trajectoires. Aussi, L. Arnold a mis en e´vidence que, typiquement, il y a
beaucoup plus de mesures invariantes que de solutions de l’e´quation de Fokker-Planck
pα. Par conse´quent, on peut passer a` coˆte´ de certaines branches dans le diagramme de
bifurcation si on restreint l’analyse au niveau des lois de probabilite´. On note aussi que
pα est lie´e a` l’e´volution d’une seule trajectoire alors que la notion de stabilite´ est lie´e
au comportement de deux trajectoires voisines [5]. Les me´thodes de re´solution pour les
EDO non line´aires, comme la re´duction du syste`me a` l’aide de la forme normale (i.e.
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simplification du syste`me dynamique par plusieurs changements de coordonne´es) et
l’e´tude de la varie´te´ centrale, ont e´te´ ge´ne´ralise´es au cas stochastique (voir Boxler [22]
pour la me´thode de varie´te´ centrale et plus ge´ne´ralement [5]). Ne´anmoins, en pratique,
l’efficacite´ de ces me´thodes analytiques semble tre`s limite´e.
4.10 Simulation nume´rique des exposants de Lyapunov
Compte tenu de la grande taille des syste`mes traite´s ici, il est indispensable d’avoir
recours a` la simulation nume´rique pour construire un estimateur des exposants de Lya-
punov. Soit le processus stochastique x solution de l’e´quation diffe´rentielle (4.1). Dans
la suite, on note X(tj) la valeur au point de discre´tisation tj , avec j = {1, 2, . . . ,NT },
et Xj la valeur obtenue par approximation nume´rique. On prend un pas de temps fixe
∆t = T/NT tel que tj = j∆t. Le plus grand exposant de Lyapunov peut eˆtre approche´
par le calcul d’une trajectoire sur un intervalle de temps suffisamment long:
λmax ≈ λT = 1
T
log ‖X(T )‖.
4.10.1 Choix du sche´ma nume´rique
Si le bruit excitant le syste`me est suffisamment re´gulier, l’e´quation diffe´rentielle ale´a-
toire peut eˆtre traite´e comme une EDO non-autonome (car ξ de´pend du temps).
L’e´quation diffe´rentielle peut eˆtre re´solue trajectoire par trajectoire, c’est-a`-dire pour
chaque ω.
Interpre´tation EDA L’e´quation diffe´rentielle ale´atoire (4.1) peut eˆtre simule´e en
utilisant des sche´mas nume´riques classiques. On calcule les valeurs prises par le proces-
sus ξt, solution de l’EDS (3.2), aux points de discre´tisation tj a` l’aide de l’algorithme
de´crit dans §3.4. Sachant que le processus mode´lisant le bruit est au moins une fois
continuˆment diffe´rentiable ce qui entraˆıne que, par construction, Xt est au moins C
2,
il est licite d’utiliser des sche´mas nume´riques classiques. Les re´sultats de convergence
classique s’appliquent presque suˆrement (avec probabilite´ P = 1). Les sche´mas expli-
cites d’ordre deux comme le sche´ma de Heun (sche´ma de Runge-Kutta d’ordre deux)
ne sont pas stables pour l’EDA donne´e.
Le sche´ma implicite de Crank-Nicholson s’e´nonce comme suit:




Xj+1 = Xj +
(
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Ce sche´ma est inconditionnellement stable mais il est plutoˆt couˆteux a` cause de l’in-
version de matrice effectue´e a` chaque pas de temps. De plus, il devient implicite dans
le cas d’une e´quation diffe´rentielle non line´aire.
Pour la me´thode de Runge-Kutte d’ordre 4, l’erreur est de l’ordre ∆t5 p.s.. Soit l’EDA
telle que sa solution Xt est quatre fois diffe´rentiable. L’e´quation diffe´rentielle X˙t =
f(t,Xt) peut eˆtre discre´tise´e comme suit:








K1 = f(tj,Xj)∆t, K2 = f(tj + 0.5∆t,Xj + 0.5K1)∆t,
K3 = f(tj + 0.5∆t,Xj + 0.5K2)∆t, K4 = f(tj +∆t,Xj +K3)∆t.
Bien e´videmment, l’avantage des sche´mas du type Runge-Kutta re´side dans le fait
qu’ils soient explicites.
Interpre´tation EDS L’e´quation diffe´rentielle stochastique e´quivalente (e´quation
(4.5)) est plus difficile a` traiter. Si on e´crit le syste`me couple´ fluide-structure sous forme
d’une EDS au sens d’Itoˆ avec Z = (x, ξ), l’excitation est maintenant un processus de
Wiener. Ce bruit est additif mais l’e´quation devient non line´aire meˆme si on suppose un
comportement line´aire du syste`me me´canique. On note que, du fait de l’additivite´ du
bruit, on n’a plus de point fixe (alors que la version non-bruite´e de l’EDS (4.5) posse`de
toujours le point fixe ze´ro). Par conse´quent, il n’est pas possible d’e´tudier la stabilite´
par line´arisation, mais le flot non line´aire ainsi que sa line´arisation au point x doivent
eˆtre conside´re´s simultane´ment, comme de´crit dans §4.8.2. Il existe un grand nombre de
sche´mas permettant la simulation d’EDS, le lecteur inte´resse´ peut consulter l’ouvrage
de re´fe´rence de Kloeden et Platen [58]. Les sche´mas adapte´s a` l’approximation de
mesures invariantes et notamment l’exposant de Lyapunov s’appuient sur le crite`re de
convergence ergodique. Ce crite`re est en effet une extension du crite`re de convergence
faible, ou` on estime l’erreur locale a` l’instant t = tj par la formule:
ǫ = | ( E |Xj | − E |x(tj )| ) |.
Pour le calcul de l’exposant de Lyapunov, on doit e´tudier le comportement de fonc-
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On peut alors faire tendre le temps t vers l’infini dans l’expression du crite`re faible
afin d’obtenir le crite`re de convergence dit ergodique:


















f(Xj) = E (f(X)).
S’il existe une mesure de probabilite´ invariante ρ, on a le meˆme ordre de convergence
pour le crite`re ergodique que pour le crite`re faible (voir Talay [104] pour plus de de´tail).
Remarque 9. Les sche´mas nume´riques dits de convergence faible s’appuient sur le
crite`re de convergence faible. Ils sont utilise´s notamment pour l’approximation des
moments. Le crite`re de convergence forte pour l’erreur locale est l’espe´rance mathe´-
matique de la diffe´rence entre l’approximation Xj et la valeur du processus d’Itoˆ au
temps tj:
ǫ = E |Xj − x(tj)|.
Il est utilise´ dans les cas ou` l’on souhaite approcher les trajectoires elle-meˆmes.
Ici, l’approximation par sche´ma nume´rique stochastique se re´ve`le moins efficace. Dans
les cas avec bruit multiplicatif traite´s ici, l’EDS sous-jacente est non line´aire meˆme
si le syste`me structural est line´aire. Quant a` l’interpre´tation EDA, il est possible de
line´ariser l’e´quation car on connaˆıt un point fixe 3. Si, de plus, le bruit est suffisamment
re´gulier, on peut simuler l’EDA par des sche´mas classiques, ce qui est tre`s avantageux
en vue d’une application industrielle. C’est pour ces raisons que le formalisme EDA
sera privile´gie´ dans la suite.
4.10.2 Calcul du plus grand exposant de Lyapunov
Vu le comportement exponentiel des trajectoires x(t), on peut s’attendre a` des pro-
ble`mes nume´riques lors des simulations sur un long intervalle de temps. Dans [80],
Talay propose de conside´rer la projection du re´sultat de l’e´tape pre´ce´dente (tj), qu’on
note X¯j , sur la sphe`re unite´ S
d−1 et de prendre cette valeur comme condition initiale
pour le pas de temps suivant (tj+1). Ceci permet d’utiliser une formule re´cursive pour
l’estimation du plus grand l’exposant de Lyapunov a` chaque pas tj+1.
3. Une line´arisation n’est cependant plus possible en pre´sence de bruit additif.
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Le sche´ma peut eˆtre de´crit par les trois e´tapes suivantes:
– calcul de X˜j+1 avec le sche´ma nume´rique choisi en utilisant comme condition
initiale X¯j
– calcul de la nouvelle estimation de λmax pour le pas de temps tj+1 a` l’aide de la














que l’on applique de fac¸on ite´rative.
Le calcul est effectue´ jusqu’au temps T assez grand ou` on a trouve´ une approximation





Dans la suite on notera simplement λT pour λ
∆
T . Cet algorithme n’est pas applicable
pour la simulation nume´rique de l’exposant de Lyapunov des SDA non line´aires avec
bruit additif comme de´crit dans §4.8.2.
4.10.3 Calcul de tous les exposants de Lyapunov du spectre
Un algorithme de Wolf, Swift et al. [112] permet le calcul du spectre entier. Cet
algorithme est base´ sur une orthogonalisation de Gram-Schmidt des vecteurs propres
a` chaque pas de temps lors de la simulation temporelle.
4.10.4 Erreur due a` la simulation sur un intervalle de temps fini
En dehors de l’erreur due a` la re´duction de mode`le et celle induite par la discre´tisa-
tion temporelle du processus stochastique par sche´ma nume´rique (voir le paragraphe
pre´ce´dent), il faut e´galement conside´rer l’erreur due a` la troncature de la simulation
dans le temps. En effet, on approche la limite t→∞ par simulation sur un intervalle
de temps fini T , autrement dit, on fait une estimation de λmax par λT . Cette erreur
de troncature peut eˆtre de´finie de la manie`re suivante:




q(ξτ , sτ ) dτ − λmax
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ou` la fonction q(ξt, st) est obtenue par projection du processus x sur la sphe`re unite´
(elle est donne´e dans l’annexe C). Sous la condition (H1), enonce´e dans l’annexe C,
on dispose du the´ore`me de limite centrale suivant:






q(ξτ , sτ )− λmax
)
dτ → N (0, σ2)
en distribution et σ2 = −2 < q− λmax,L−1(q − λmax) > ou` < ·, · > de´signe le produit
inte´rieur dans L2(P × Rn , ρ) et l’ope´rateur L est le ge´ne´rateur du processus (st, ξt).
Dans ces expressions, st de´signe la projection sur la sphe`re unite´ du processus xt, P
l’espace projectif et ρ est l’unique mesure de probabilite´ pour le processus (st, ξt) (voir
annexe C).
Si on arrive a` estimer σ2, on peut utiliser les estimations d’erreurs habituelles pour la
me´thode de Monte Carlo. Ainsi, si on admet une erreur de 5% telle que
P (|ǫT | ≤ 1.96 σ√
T
) ≈ 0.95,
le plus grand exposant de Lyapunov λmax se trouve avec une probabilite´ de l’ordre de
95% dans ”l’intervalle de confiance”
[λT − 1.96 σ√
T




Malheureusement, la de´finition de la variance σ2 donne´e dans le the´ore`me ci-dessus
n’est pas constructive. Ne´anmoins, dans [10], Arnold montre que g′′(0) = σ2 ou` g(p)
est l’exposant de Lyapunov du pie`me moment. Au vu des proprie´te´s de la fonction g(p)
(convexe, analytique, voir the´ore`me 4) on peut imaginer de la de´velopper en se´rie de
Taylor autour de p0 = 0, ce qui donne l’expression




Ceci permet d’approcher σ2 par la relation
g′′(0) = σ2 =
2
p2
(g(p) − λmax p).
Il se pose alors le proble`me de l’estimation de g(p) pour une valeur de p proche de
ze´ro. Une simulation directe de g(p) = E‖x‖p par la me´thode de Monte Carlo est
difficilement re´alisable sachant que les trajectoires de Xt croissent ou de´croissent ex-
ponentiellement selon le signe de l’exposant de Lyapunov.
Ne´anmoins, on peut montrer que les courbes α → λ(α), α e´tant le parame`tre qui
varie (parame`tre de flottement ou de bifurcation), sont des courbes re´gulie`res. Ainsi, si
l’intervalle de temps T choisi est suffisamment grand, l’approximation est suffisamment
bonne et les courbes α→ λT (α) sont relativement lisses. Bien e´videmment, ce crite`re
est a` caracte`re subjectif.




5.1 Application au profil bidimensionnel
On conside`re d’abord un mode`le bidimensionnel avec deux degre´s de liberte´ qui sont
un mouvement de pompage h et un mouvement de tangage α. En e´crivant les e´quations
de Lagrange associe´es au syste`me, on obtient:
mh¨+md α¨ +Khh = Fh,
Joα¨+md h¨+ kα(α) = M.
Le jeu associe´ au degre´ de liberte´ de tangage est mode´lise´ par une force de rappel
kα(α) qui s’annule si l’angle de rotation est petit, |α| < αfp.
kα(α) =

Kα(α− αfp) α > αfp
0 −αfp ≤ α ≤ αfp
Kα(α+ αfp) α < αfp
.
S’il n’y a pas de jeu, le comportement du profil est line´aire. Dans ce cas, la raideur
en tangage est constante, de sorte que la force de rappel est donne´e par l’expression
line´aire kα(α) = Kαα. Ici, J0 est l’inertie de rotation par rapport a` l’axe e´lastique
xe et m de´signe la masse. On observe que le couplage des deux degre´s de liberte´s
est duˆ a` la distance d non nulle entre le centre de gravite´ et l’axe e´lastique xe du
profil. Les FAG F = (Fh, M) sont calcule´es, pour un nombre de Mach de 0.796,
en utilisant la me´thode des e´quations d’Euler line´arise´es. Les re´sultats des chapitres
pre´ce´dents permettent d’obtenir l’e´quation diffe´rentielle, re´gissant l’e´tat du syste`me,
sous la forme:









dξ(t) = B0ξ(t)dt+ (0 1)
T dW (t),










Fig. 5.1 – coefficients de pression
extra- et intrados
-Cp: -0.99 -0.63 -0.26 0.10 0.47
Repartition du Cp Calcul a M= 0.796
Fig. 5.2 – champ des pressions




sont introduites par le ressort non
line´aire. Le processus stochastique η = (R0, 0) ξ, comme construit dans le paragraphe
3.5, mode´lise la composante longitudinale de la turbulence atmosphe´rique. Clairement,
la solution ze´ro repre´sente un point fixe de l’e´quation (5.1). On peut ainsi line´ariser
l’e´quation (5.1) autour de ce point fixe (la fonction kα(α) peut, dans ce but, eˆtre





Yt, Y0 = Y (t0), (5.2)
ou` toujours dξ(t) = B0ξ(t)dt+ (0 1)
T dW (t), ξ0 = ξ(t0).
Les calculs sont effectue´s pour un profil de type NACA 64A010 de corde l = 0.5m
et de masse m = 10kg/m. La position du centre de gravite´ est a` 10% de la corde
et son axe e´lastique se trouve a` 25% de la corde. Le moment d’inertie par rapport
a` l’axe e´lastique est de 0.28125 kgm2. Les fre´quences de pompage et de tangage sont
respectivement fh = 20Hz et fα = 34.4Hz. Ces donne´es permettent de calculer les
raideurs des ressorts de pompage Kh = m(2πfh)
2 et de tangage Kα = J0(2πfα)
2.
Pour le jeu, un angle de αfp = 0.05 degre´s a e´te´ choisi. Les forces ae´rodynamiques
ge´ne´ralise´es ont e´te´ calcule´es avec le code REELC de´veloppe´ a` l’ONERA. L’inte´gration
nume´rique a e´te´ effectue´e avec le sche´ma de Runge Kutta d’ordre 4. La simulation est
effectue´e sur un intervalle de temps T = 13177 s et avec un pas de temps ∆t = 0.0031 s.
Dans un premier temps, on a trace´ l’evolution des parties re´elles et des parties ima-
ginaires des valeurs propres du syste`me ae´roe´lastique (sans turbulence) en fonction
du parame`tre du fluide. Ici, on a choisi comme parame`tre la pression totale p0. Ce
diagramme de stabilite´ est donne´ par la figures 5.3 pour le cas line´aire (avec force de
rappel line´aire kα(α) = Kαα) et par la figure 5.4 pour le cas avec non-line´arite´ de jeu.
Les graphes 5.5 et 5.6 repre´sentent l’e´volution du plus grand exposant de Lyapunov
simule´ (λT ) en fonction du parame`tre p0. Le graphe de la figure 5.5 donne la valeur
de λT dans le cas d’un profil line´aire.
Les diffe´rentes courbes correspondent a` diffe´rentes intensite´s de turbulence It. L’inten-
site´ de turbulence est prise par rapport a` la vitesse moyenne de l’e´coulement U , elle
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Fig. 5.3 – diagramme de stabilite´ pour le cas line´aire




























Fig. 5.4 – diagramme de stabilite´ avec non-line´arite´ de jeu
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Fig. 5.5 – exposant de Lyapunov λT simule´, cas line´aire
est de´finie par la relation It = ση/U¯ , ou` ση est l’e´cart type du processus stochastique
mode´lisant la turbulence. Sans perturbation ale´atoire, le plus grand exposant de Lya-
punov du syste`me correspond a` la plus grande partie re´elle des valeurs propres (courbe
verte sur la deuxie`me figure de 5.5). On observe que le syste`me avec bruit multiplicatif
devient instable pour une valeur du parame`tre infe´rieure a` celle correspondante au
syste`me de´terministe respectif. La figure 5.6 donne les re´sultats e´quivalents obtenus
en introduisant une non-line´arite´ de jeu. Le diagramme de stabilite´ est obtenu pour le
syste`me line´arise´ (5.2). On remarque que le bruit influence moins la valeur critique du
parame`tre s’il y a une non-line´arite´.
Pour ces applications, une e´chelle de turbulence Lηx = 150 a e´te´ choisie. En pratique,
cet e´chelle de´termine la largeur de bande du spectre de la turbulence. Des simulations
avec d’autres e´chelle de turbulence Lηx ont montre´ que celle-ci (et donc la largeur de
bande du spectre) n’influence pas significativement la stabilite´.
La figure 5.7 montre la convergence de la valeur du plus grand exposant de Lyapu-
nov simule´ (on a trace´ λt pour chaque pas t de la simulation) lors de trois simulations
temporelles. On sait que l’ergodicite´ permet d’estimer le plus grand exposant de Lyapu-
nov a` l’aide de simulations d’une seule trajectoire qui doit pourtant eˆtre suffisamment
longue. Afin de mieux connaˆıtre les propriete´s des variables ale´atoires λT , on a, pour
une pression totale p0 = 4.8bar et puis p0 = 4.55bar, effectue´ un certain nombre de si-
mulation de cette grandeur. Ainsi, l’histogramme des valeurs de λT sur la figure 5.8 est
obtenu pour cent simulations et pour une intensite´s de turbulence de 10%. On trouve
une moyenne estime´e de λ¯T = −3.0108 et la variance estime´e V ar(λT ) = 0.0046.
Pour une intensite´ de turbulence de 20% et toujours avec p0 = 4.8bar, on peut es-
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Fig. 5.6 – exposant de Lyapunov λT simule´, cas avec non-line´arite´ de jeu




















Fig. 5.7 – convergence de l’exposant de Lyapunov pour 10% de turbulence
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Fig. 5.8 – histogramme pour λT avec 10% de turbulence
timer avec 100 simulations sur une dure´e T = 52707.2 s une moyenne λ¯T = 0.7672
avec une variance V ar(λT ) = 0.1226. Ce re´sultat n’e´tant pas satisfaisant, la dure´e
de la simulation a e´te´ porte´e a` T = 210829 s. Avec 600 simulations, on obtient une
variance estime´e diminue´e a` 0.0436 pour λ¯T = 0.7841. En choisissant une pression de
p0 = 4.55bar, le syste`me est stable p.s. Avec 200 simulations, on obtient une moyenne
estime´e λ¯T = −0.845 et une variance estime´e V ar(λT ) = 0.037.
5.1.1 Bifurcation stochastique et re´ponse non line´aire
Le syste`me de´terministe line´arise´ posse`de une paire de valeurs propres complexes
conjugue´es dont la partie re´elle s’annule pour la valeur critique pc0 = 1.2bar. pour
cette valeur critique, la solution triviale Y = 0 devient instable. Le nouvel e´quilibre
qui bifurque de la solution triviale est stable: ce sont les oscillations de cycles limites.
Dans le cas avec bruit ale´atoire, le plus grand exposant de Lyapunov, qui s’annule
pour la valeur pD0 , pre´sente un ordre de multiplicite´ de deux. Le spectre de Lyapunov
complet a ici e´te´ calcule´ a` l’aide de l’algorithme de Wolf, Swift et al. [112]. L’e´volution
du plus grand exposant de Lyapunov en fonction du parame`tre p0 est donne´e par la
figure 5.6. Pour une intensite´ de turbulence It comprise entre 0 et 20%, le syste`me
devient instable pour p0 = 1.2bar comme pour le syste`me de´terministe. Avec 30% de
turbulence, la valeur critique est re´duite, le plus grand exposant de Lyapunov s’annule
pour pD0 = 1.0bar.
Les solutions stationnaires h(t, ω) et α(t, ω) de l’e´quation (5.1) ont des lois inde´pen-
dantes du temps. Par ailleurs, dans le cadre d’hypothe`ses dans lequel on se situe, la
re´ponse est un processus ergodique. On va alors effectuer des estimations a` partir des
trajectoires, supposant qu’elles sont suffisamment longues pour eˆtre repre´sentatives.
Nous avons estime´ les lois (les densite´s de probabilite´s) marginales de h et α pour
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diffe´rentes valeurs du parame`tre p0. L’e´volution est montre´e sur les figures 5.9-5.11
et 5.12-5.14. On observe une bifurcation phe´nome´nologique, qui se manifeste par un
changement dans l’allure de la densite´ de probabilite´ de la solution stationnaire. Pour
5% de bruit (figures 5.9, 5.10 et 5.11) la bifurcation phe´nome´nologique a lieu pour
pP0 = 1.5bar. Pour une intensite´ de bruit plus e´leve´e, la bifurcation phe´nome´nolo-
gique se produit plus tard. Ainsi, pour 10% de turbulence, on observe pP0 = 2.0bar
(voir figures 5.12, 5.13 et 5.14). L’analyse temporelle des trajectoires montre que, pour
p0 > p
D
0 et It <∼ 25%, de nouveaux e´quilibres, qu’on peut appeler des cycles limites
bruite´s, apparaissent. Pour des intensite´s de turbulence supe´rieures a` ∼ 25%, aucune
bifurcation n’a lieu car, au point d’instabilite´ pD0 , la solution devient simplement in-
stable sans apparition d’un nouvel e´quilibre.
En re´sume´, pour p0 > p
D
0 , le plus grand exposant de Lyapunov devient positif et
la solution triviale Y = 0 devient instable. On a ce qu’on appelle une bifurcation
dynamique tant que It < 25%. Mais la bifurcation phe´nome´nologique, qui se manifeste
par un changement dans l’allure de la densite´ de probabilite´ de la solution stationnaire,
a lieu seulement apre`s, a` une pression pP0 supe´rieure a` p
D
0 . Pour une valeur du parame`tre




0 , la solution passe encore beaucoup de temps dans un
voisinage du point 0. Au-dela` de pP0 , le point ze´ro devient re´pulsif.
Le comportement du syste`me apre`s la bifurcation peut eˆtre analyse´ plus en de´tail dans
le domaine fre´quentiel a` l’aide de la densite´ spectrale des re´ponses. Les figures 5.15-5.16
et 5.17-5.18 pre´sentent des estimations de la densite´ spectrale des re´ponses station-
naires (l’angle de rotation α et le de´placement h), respectivement pour des intensite´s
de turbulence de 5% et 10%. La courbe rouge indique la fre´quence de la re´ponse de´-
terministe (ce sont des cycles limites). On remarque que la turbulence provoque un
de´calage des pics fre´quentiels des spectres vers de plus hautes fre´quences.
5.1.2 Conclusions
La turbulence longitudinale influence les domaines de stabilite´ de l’avion. Pour des in-
tensite´s de turbulence importantes, la valeur critique du parame`tre de flottement pour
le profil bidimensionnel est conside´rablement abaisse´e. Ainsi, pour 30% de turbulence,
la valeur critique observe´e est de 3.1bar au lieu de 5.4bar pour le cas line´aire et de
1.0bar au lieu de 1.2bar si une non-line´arite´ de jeu est prise en compte. Ne´anmoins,
quand on introduit un ressort non line´aire mode´lisant le jeu, la valeur critique est
re´duite d’emble´e et l’impact d’un bruit (la turbulence atmosphe´rique) est moindre. En
analogie avec le cas de´terministe, des nouveaux e´quilibres, qu’on peut appeler des cycles
limites bruite´s, apparaissent pour une certaine gamme d’intensite´s de turbulence. On
constate e´galement que la turbulence provoque un de´calage des pics fre´quentiels des
spectres de re´ponse vers de plus hautes fre´quences. Pour des intensite´s de turbulence
trop importantes, le syste`me devient imme´diatement instable pour λ > 0 sans appa-
rition d’un nouvel e´quilibre. Par ailleurs, le bruit additif empeˆche la bifurcation de
nouveaux e´quilibres et, par conse´quent, l’apparition d’oscillations de cycles limites.
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Fig. 5.9 – densite´ de probabilite´ estime´e pour p0 = 1.2 bar et 5% de bruit



























Fig. 5.10 – densite´ de probabilite´ estime´e pour p0 = 1.32 bar et 5% de bruit






























Fig. 5.11 – densite´ de probabilite´ estime´e pour p0 = 1.5 bar et 5% de bruit
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Fig. 5.12 – densite´ de probabilite´ estime´e pour p0 = 1.2 bar et 10% de bruit






























Fig. 5.13 – densite´ de probabilite´ estime´e pour p0 = 1.91 bar et 10% de bruit






























Fig. 5.14 – densite´ de probabilite´ estime´e pour p0 = 2.0 bar et 10% de bruit
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Fig. 5.15 – densite´ spectrale pour 5% de turbulence












Fig. 5.16 – densite´ spectrale pour 5% de turbulence
APPLICATION AU PROFIL BIDIMENSIONNEL 79












Fig. 5.17 – densite´ spectrale pour 10% de turbulence













Fig. 5.18 – densite´ spectrale pour 10% de turbulence
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Fig. 5.19 – densite´ spectrale avec turbulence verticale, p0 = 1.44 bar, It = 10%

















Fig. 5.20 – densite´ spectrale avec turbulence verticale, p0 = 1.44 bar, It = 5%
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X Y
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Fig. 5.21 – mode`le aux e´le´ments finis
5.2 Application a` un mode`le d’avion line´aire
Dans un deuxie`me temps, les me´thodes de´veloppe´es ont e´te´ applique´es a` un mode`le
d’avion civil gros-porteur. Bien que simplifie´, le mode`le e´le´ments finis (la figure 5.21
montre le demi-avion) comporte plus de vingt milles degre´s de liberte´s dont pre`s des
trois quarts proviennent de la repre´sentation de la voilure, le reste e´tant re´parti entre la
mode´lisation du tronc¸on central du fuselage et celle des maˆts moteurs. Les parties avant
et arrie`re du fuselage ainsi que les empennages sont mode´lise´s sous forme de poutres
et de poutres en areˆtes de poisson. Le calcul des modes et des fre´quences propres a
e´te´ effectue´ avec le code de calcul NASTRAN. Pour les applications nume´riques on
retient les quatre premiers modes souples de l’avion qui mode´lisent respectivement la
flexion late´rale de la partie arrie`re du fuselage (1.566 Hz), la flexion late´rale du moteur
externe (1.651 Hz), la flexion verticale de l’aile (1.945 Hz) et la flexion late´rale du mo-
teur interne (2.244 Hz). Un calcul prenant en compte les huit premiers modes souples
montre que le comportement n’est pas modifie´ par ces quatre modes supple´mentaires.
Les forces ae´rodynamiques ge´ne´ralise´es ont e´te´ calcule´es par la me´thode des doublets















































































Fig. 5.22 – de´formations des 16 tranches de l’aile
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Les figures 5.24 et 5.25 donnent les diagrammes de stabilite´ classiques obtenus, pour le
cas sans bruit, en prenant en compte seulement les FAG induites par la voilure (figure
5.25) et en prenant en compte les FAG comple`tes en conside´rant toutes les composantes
de l’avion: fuselage, empennage vertical et horizontal, nacelles (figure 5.24). Pour le
premier cas (figure 5.25), la valeur critique de flottement est ≈ 1.8bar alors qu’avec
les FAG comple`tes, aucune instabilite´ n’est observe´e. On sait que λmax correspond a`
la plus grande partie re´elle des valeurs propres si le bruit est annule´. La figure 5.26
permet de ve´rifier que la quantite´ λT simule´e sur l’intervalle de temps fini T approche
bien la plus grande partie re´elle des valeurs propres. La qualite´ de l’approximation
par fractions rationnelles des FAG induites par la voilure peut eˆtre verifie´e a` l’aide de
la figure 5.23 ou` sont trace´es les valeurs complexes prises par les matrices d’influence
ae´rodynamique (en abscisse la partie re´elle et en ordonne´e la partie imaginaire) pour
les fre´quences calcule´es. Les points calcule´s sont marque´s par les e´toiles rouges et la
courbe approchante est repre´sente´e en bleu.
Pour les calculs des FAG avec bruit, l’aile a e´te´ divise´e en 16 tranches dont les de´for-
me´es modales (le de´placement vertical h et l’angle α, respectivement) sont pre´sente´es
sur la figure 5.22. Par ailleurs, on a ve´rifie´ que l’influence de la voilure sur les FAG
des autres e´le´ments, et re´ciproquement, sont ne´gligeables. La mode´lisation d’une aile
tri-dimensionnelle nous permettra de prendre en compte la corre´lation spatiale du
processus mode´lisant la turbulence le long de l’aile.
Dans un premier temps, seules les forces ae´rodynamiques induites par la partie aile
ont e´te´ prises en compte (figures 5.25, 5.28 et 5.29). Sans turbulence, il y a une in-
stabilite´ pour p0 > 1.8bar. Quand on prend en compte la turbulence atmosphe´rique
(composante longitudinale), cette valeur critique est re´duite. Diffe´rentes longueurs de
corre´lation spatiales L0 ont e´te´ choisies; les re´sultats sont montre´s dans la figure 5.28.
Des exemples de trajectoires des processus ηi pour des longueurs de corre´lation de
L0 = 0.5m puis L0 = 100m sont donne´s sur la figure 5.27. Pour une longueur de
corre´lation constante de L0 = 100m, les re´sultats obtenus pour diffe´rentes intensite´s
de turbulence It sont donne´s dans la figure 5.29.
Dans un deuxie`me temps, les FAG induites par l’ensemble des surfaces portantes ont
e´te´ conside´re´es. Le syste`me de´terministe (sans turbulence) est alors stable pour toute
la gamme des valeurs de p0 conside´re´e. Pour le cas ou` la turbulence agit uniquement
sur la partie voilure, celle-ci influence peu les courbes de stabilite´. Les re´sultats de ces
simulations sont donne´s sur la figure 5.30. Le syste`me couple´ reste stable pour toute
la gamme des valeurs de la pression totale p0 conside´re´e. Si on conside`re maintenant
les FAG du mode`le complet avec une turbulence cylindrique applique´e sur toutes les
parties contribuant a` l’ae´rodynamique, on obtient les courbes reproduites sur la figure
5.31. Le syste`me couple´ avion-FAG devient instable a` partir de p0 = 2bar pour 5% de
turbulence. Pour une intensite´ de turbulence It = 10%, il s’ave`re instable pour toute
la gamme des valeurs du parame`tre p0.
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Fig. 5.23 – approximation des FAG voilure pour 4 modes, somme sur les 16 tranches
(les axes des syste`mes de coordonne´es ne sont pas trace´es)
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Fig. 5.24 – diagramme de stabilite´ (ae´rodynamique comple`te)
























Fig. 5.25 – diagramme de stabilite´ (ae´rodynamique voilure seule)
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Fig. 5.26 – parties re´elles des valeurs propres et exposant de Lyapunov simule´ λT
(marque´ par ∗)
























Fig. 5.27 – valeurs de ηi aux sections d’aile i=1,4,8,12,16 pour L0 = 0.5m et L0 =
100m
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Fig. 5.28 – influence de la longueur de corre´lation













Fig. 5.29 – ae´rodynamique aile seule: influence de l’intensite´ du bruit pour L0 = 100m
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Fig. 5.30 – mode`le complet, turbulence sur aile seule


















Fig. 5.31 – mode`le complet, turbulence sur structure comple`te, instable pour It = 10%
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5.2.1 Commentaires
Des e´tudes ont montre´ que la corre´lation spatiale de la composante verticale de la
turbulence avait une influence sur le spectre de re´ponse [51], et ceci pour des longueurs
de corre´lation d’un ordre de grandeur de deux fois l’envergure de l’aile. En ce qui
concerne la turbulence longitudinale, l’influence de la longueur de corre´lation sur la
stabilite´ du syste`me couple´ e´tudie´ ici reste ne´gligeable. Ceci serait a` ve´rifier sur d’autres
configurations.
Il semble que de tre`s petites intensite´s de turbulence stabilisent le syste`me ae´roe´lastique
(figures 5.30 et 5.31).
On observe que l’estimation du plus grand exposant de Lyapunov demande des si-
mulations sur des dure´es de temps relativement importantes. La dure´e ne´cessaire est
d’autant plus grande que l’intensite´ du bruit est importante. Il serait alors impor-
tant de pouvoir estimer la dure´e ne´cessaire afin d’obtenir des approximations λT de
λmax suffisamment pre´cises. Une estimation par intervalle de confiance est pourtant
difficilement possible (voir §4.10.4).
Comme cela a e´te´ discute´ au §4.10.4, la dure´e de simulation minimale (pour un bruit
faible) peut eˆtre obtenue en e´tudiant l’e´quation sans bruit. En ge´ne´rale, on a une bonne




Vers une mode´lisation plus
re´aliste du jeu
Les proble`mes de contact jouent un roˆle important dans de nombreuses mode´lisations
de la me´canique. En particulier, il existe un grand nombre de syste`mes dont certains
degre´s de liberte´ subissent des contraintes unilate´rales comme c’est le cas pour le jeu.
Dans le domaine de l’ae´ronautique, le proble`me le plus souvent rencontre´ est un jeu
dans les liaisons avec les surfaces de controˆle. Ces non-re´gularite´s structurales doivent
eˆtre prises en compte dans la mode´lisation mathe´matique du syste`me me´canique. Dans
la plupart des cas, le jeu est mode´lise´ de manie`re simplifie´e par un ressort non line´aire.
Cette approche simple semble adapte´e pour un profil bidimensionnel avec les deux ddl
de pompage et de tangage. Dans ce cas, le jeu est ge´ne´ralement repre´sente´ par une non-
line´arite´ pre´sente dans la force de rappel en tangage. Toutefois, cette approche apparaˆıt
insuffisante pour des mode´lisations plus complexes et notamment tri-dimensionnelles.
Les structures ae´roe´lastiques tri-dimensionnelles avec jeu peuvent eˆtre repre´sente´es
par des syste`mes dynamiques non re´guliers en faisant intervenir les me´thodes de la
me´canique du contact. Dans ce chapitre, on pre´sente une me´thode de sous-structuration
permettant la re´duction du mode`le en pre´sence de degre´s de liberte´ non re´guliers. Le
proble`me de contact peut ensuite eˆtre formule´ selon la the´orie introduite par Moreau
au de´but des anne´es 80 et dont la discre´tisation nous fournit un algorithme nume´rique
efficace.
6.1 De´veloppement d’un mode`le re´duit
Dans la mode´lisation avec jeu, certains nœuds sont susceptibles d’avoir un contact
avec une frontie`re rigide. Les ddl concerne´s, qu’on appellera ddl non re´guliers, sont
connus, ce qui facilite la mise en oeuvre d’un algorithme capable de de´tecter si un
contact est re´alise´ ou non. Par ailleurs, on suppose que le contact est sans frottement.
Cette simplification est justifie´e pour les proble`mes de contact traite´s ici.
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Ωr Ωc
Γ
Fig. 6.1 – sous-structures Ωr et Ωc
On divise le syste`me me´canique discre´tise´ en deux types de sous-syste`mes: les parties
re´gulie`res Ωr dont les ddl ne subissent aucune contrainte ainsi que les parties non
re´gulie`res Ωc dont les ddl peuvent subir un contact tel que Ωs = Ωr
⋃
Ωc. Pour des
raisons de simplicite´, on ne conside`re ici que le cas d’une seule sous-structure re´gulie`re
et d’une sous-structure avec contact lie´es par l’interface Γ, mais le cas de plus de
deux sous-structures ne pose aucun proble`me de ge´ne´ralisation. E´tant donne´ qu’il
s’agit de non-line´arite´s concentre´es, on peut supposer, sans perte de ge´ne´ralite´, que les
forces ae´rodynamiques ne s’appliquent qu’aux degre´s de liberte´s de la sous-structure
re´gulie`re. Soit l’e´quation du mouvement de la structure discre´tise´e:
M Q¨ + C Q˙ + K Q + F = 0, (6.1)
ou` Q = (Qr, Qi, Qc) et ou` on a note´ Qr les ddl de Ω
r, Qi les ddl de l’interface Γ et
Qc les ddl non re´guliers de Ω
c. La de´composition en blocs des matrices de raideur et
de masse selon l’appartenance aux sous-structures respectives s’e´crit:
K =
 Krr Kri 0Kic Kii Kic
0 KTic Kcc
 , M =
 Mrr Mri 0Mic Mii Mic
0 MTic Mcc
 .
La matrice d’amortissement C est arrange´e de manie`re e´quivalente. De meˆme, on a
F = (Fr , 0, 0) ou` Fr ∈ RNr sont les forces ae´rodynamiques qui s’appliquent a` la sous-
structure re´gulie`re Ωr et Nr de´signe le nombre de ddl appartenant a` Ω
r. Le mode`le
peut ensuite eˆtre re´duit par synthe`se modale de la sous-structure re´gulie`re tout en
conservant les ddl de la sous-structure non re´gulie`re. Pour ceci, on utilise une me´thode
de sous-structuration du type Craig et Bampton [33]. La taille du proble`me peut ainsi
eˆtre re´duite a` M = nr + nc + ni ou` nr de´signe le nombre de modes propres e´lastiques
de la sous-structure re´gulie`re avec interface fixe retenus, nc est le nombre de ddl de Ω
c
et ni le nombre de modes statiques de liaison.
Les de´placements internes de Ωr peuvent eˆtre exprime´s comme
Qr = Ψqr +ΦQi,
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ou` Φ = −K−1rr Kr c ∈MatR(Nr, ni) est la matrice des modes statiques de liaison (modes
ge´ne´re´s par de´placement unitaire des ddl de l’interface en gardant les autres fixe´s). La
matrice Ψ ∈ Mat
R
(Nr, nr) contient les nr premiers modes de Ω
r avec interface fixe,
solutions du proble`me aux valeurs propres suivant:
[Krr − λmMrr]Ψm = 0, m = {1, . . . , nr},
et qr sont les coordonne´es ge´ne´ralise´es des de´placement dans Ω
r.
Par ailleurs, on pose q = (qr, qi, qc) tel que
(Qr, Qi, Qc) = P q avec P =
 Ψ Φ 00 I 0
0 0 I
 .
La projection de l’e´quation (6.1) sur la base re´duite P s’e´crit
Mq¨ + Cq˙ +Kq + F = 0. (6.2)
Les matrices re´duites M, C et K et le vecteur F sont donne´es par les relations
M = P TM P, K = P TKP, C = P T C P, F = P T F.
Finalement, on peut encore e´crire l’e´quation (6.2) sous la forme diffe´rentielle suivante
du− p(u, q, t)dt = 0,
ou` on a note´ u = q˙ et
p(u, q, t) = −M−1(CX˙ +KX + F).
6.2 Formulation de Moreau du proble`me de contact
La formulation de proble`mes de contact introduite par Moreau [71] est une formulation
ge´ne´rale du proble`me dynamique fonde´e sur l’analyse convexe. Plus pre´cise´ment, elle
permet d’e´crire l’e´quation de la dynamique sous forme d’une inclusion diffe´rentielle
particulie`re et de de´terminer les vitesses apre`s l’impact par une proce´dure de projec-
tion. On conside`re des contraintes ide´ales, c’est-a`-dire sans frottement, et on suppose
que le contact ne suscite pas d’effet de cohe´sion. On conside`re le mouvement du sys-
te`me dynamique discret de´crit par l’e´volution temporelle de la coordonne´e t → q(t).
Les de´placements de ce syste`me sont soumis a` des contraintes qui peuvent eˆtre de´crites
par des relations ge´ome´triques: sur un intervalle de temps I= [0, T ], on force q(t) a`
rester dans l’ensemble
L = {q ∈ Rd : hα(q) ≤ 0, α = 1, . . . ,m}.
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Les hα : R
d → R sont des fonctions re´gulie`res, convexes, ve´rifiant ∇hα(q) 6= 0, au
moins dans un voisinage de l’hypersurface hα(q) = 0. Un contact avec la frontie`re
S = {q ∈ Rd : hα(q) = 0, α = 1, . . . ,m} peut induire des discontinuite´s de la fonction
des vitesses t → u(t). Il est alors naturel de conside´rer la vitesse comme fonction a`
variations borne´es, avec u(t) = q˙(t) quand q est de´rivable. De plus, le de´placement est
lie´ a` la fonction de vitesse par la relation




Conside´rons l’e´quation du mouvement donne´e par
q¨ − p(q, q˙, t) = r, (6.3)
ou` r est la force de re´action de la frontie`re quand il y a contact. Dans ce contexte, q¨
est la de´rive´e ge´ne´ralise´e d’une fonction a` variations borne´es et par conse´quent, c’est
une mesure. La re´action r est e´galement une mesure et l’e´quation (6.3) peut eˆtre e´crite
comme une relation entre mesures telle que
dr = du− p(q, u, t)dt, (6.4)
ou` dt est la mesure de Lebesgue sur I et du la mesure de Stieltjes de u.
Bien e´videmment, la re´action s’annule quand il n’y a pas de contact et on a simplement
du/dt = q¨ = p(q, q˙, t) avec u(t) = u+(t) = u−(t) car la vitesse est continue. On
de´signe par u+(t) et u−(t) respectivement les limites a` droite et a` gauche de la fonction
de vitesse. D’autre part, s’il y a contact a` un instant ts, la fonction de vitesse est
discontinue telle que u+(ts) 6= u−(ts). Pour les proble`mes de jeu traite´s ici on peut,
sans perte de ge´ne´ralite´, exclure l’apparition de contacts multiples, et conside´rer que
pour une configuration donne´e q, au plus un seul contact est re´alise´. Le vecteur inte´rieur
normal a` la surface de contact, au point q e´tant donne´ par ∇hα(q), on peut de´finir
l’ensemble des vitesses admissibles par
V (q) =




En effet, les vitesses apre`s impact doivent eˆtre oriente´es vers l’inte´rieur du domaine
L, c’est-a`-dire exte´rieures a` la surface de contrainte. Pour l’instant, la direction du
vecteur des vitesses apre`s impact n’est pas de´finie, elle de´pendra de la loi de contact
qui sera introduite plus tard. On a ainsi le re´sultat suivant:
Lemme 1 (Moreau[72]). Si q(t0) ∈ L et si u ∈ V (q) pour tout t ∈ I, alors, ∀t ∈ I,
q(t) ∈ L.
Ce lemme dit que, si la vitesse reste dans l’ensemble des vitesses admissible V (q), alors
les contraintes par rapport au de´placement sont toujours respecte´es. Autrement dit, si





w ∈ V (q)
Fig. 6.2 – ensemble des vitesses admissibles apre´s impact
on controˆle, a` tous les instants, les vitesses des points susceptibles d’entrer en contact
avec l’obstacle, alors les de´placements obtenus par inte´gration des champs de vitesses
respectent, a` tout instant, les contraintes.





, −u− ∈ V (q(t)), et u ∈ V (q) ∩ −V (q). Il convient de de´finir V (q) pour tout
R
d comme on le fait ici (deuxie`me relation de (6.5)) car une violation de la loi de
contrainte est possible dans les approximations nume´riques. En conse´quence, V (q)
sera soit l’espace entier, soit un demi-espace, tel que, pour tout q ∈ Rd , la condition
intV (q) 6= ∅ est ve´rifie´e. Pour un contact unilate´ral sans frottement, la force de contact
exerce´e par la frontie`re S = ∂L est normale a` celle-ci et positive vers l’inte´rieur. Le
vecteur ∇hα(q) appartenant a` cette normale, la force de contact peut eˆtre exprime´e
comme
r = γα∇hα(q), γα < 0,
pour α = 1, . . . ,m selon la contrainte active (on rappelle que le cas de contacts
multiples simultane´s a e´te´ exclu). La mesure de Lebesgue de {ts} est ze´ro et ainsi∫
{ts}







du = u+(ts)− u−(ts) = −µα∇hα(q(ts)), (6.6)
pour µα > 0. Cette relation est aussi appele´e la percussion de la liaison. Ceci implique
e´galement que le proble`me peut eˆtre de´crit par l’inclusion diffe´rentielle suivante:
p(q, u, t)dt − du = −dr ∈ NV (q)(u), (6.7)
ou` NV (q)(u) est le coˆne normal exte´rieur a` V (q) au point u. Remarquons que le coˆne
normal exte´rieur est l’ensemble vide si V (q) = Rd (voir e´quation (6.5)) de sorte que
la force de re´action s’annule quand il n’y a pas de contact. En effet, la condition
−dr ∈ NV (q)(u) oblige u a` rester dans l’ensemble V (q).
Remarque 10. Le contact peut e´galement eˆtre de´crit par un syste`me de conditions
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comple´mentaires, connues sous le nom de conditions de Sigorini:
hα ≤ 0 γα ≤ 0, hα · γα = 0,
pour γα, hα ∈ R. Si le contact α est re´alise´, on a r = γα∇hα.
A` ce stade, il est ne´cessaire d’introduire une loi de contact qui permet de lier les
vitesses avant et apre`s un impact.
Un choix classique est u = u+, mode´lisant un impact dit ine´lastique parfait:
Impact purement ine´lastique
La vitesse apre`s impact est tangente a` l’obstacle et ainsi normale au vecteur ∇hα(q)
(voir figure 6.3 a` gauche). Le coˆne normal exte´rieur a` V (q) au point u = u+ e´tant
de´fini par la relation
NV (q)(u) = {β∇hα(q) : β ≥ 0} etNV (q)(u) = {0} siu ∈ intV (q),
on a
−dr ∈ NV (q)(u+).
L’impact purement e´lastique est caracte´rise´ par une conservation de l’e´nergie cine´tique:
Impact parfaitement e´lastique
Si on a conservation de l’e´nergie cine´matique, alors |u+| = |u−| et u = u++u−2 . Le
vecteur vitesse est parfaitement re´fle´chi et, par conse´quent, sa composante tangentielle
est conserve´e et la composante normale change de signe (figure 6.3 a` droite). On a




Ces deux lois d’impact classiques ont ensuite e´te´ ge´ne´ralise´es (Moreau [69], Mabrouk
[72]) en introduisant un ope´rateur d’interpolation line´aire, note´ ici Av, qui est de´fini
dans ce qui suit. Soit e le coefficient dit de restitution tel que u(ts) est une combinaison
convexe de u+ et u−:






u− ou` e ∈ [0, 1] (6.8)
Une fonction a` variations borne´es u : I→ Rd est appele´e e-moyenne´e si elle ve´rifie
l’equation (6.8). De manie`re e´quivalente, on peut travailler avec le coefficient k =
e
1+e , 0 ≤ k ≤ 1/2 tel que u = (1 − k)u+ + ku−, comme propose´ dans [62]. En outre,
on peut remarquer que, pour e = 0 , l’espace des fonctions u se re´duit a` l’espace des








Fig. 6.3 – k = 0 (ine´lastique, a` gauche) et k = 1/2 (e´lastique, a` droite)
fonctions continues a` droite. Cette formulation implique que la composante tangentielle
de u est toujours continue alors que la loi de Newton est applique´e a` la composante
normale (voir figure 6.3).
En conclusion, le proble`me ge´ne´ralise´ se pose comme suit
p(q, q˙, t)dt− dq˙ = −dr ∈ NV (q)(u), u = Av(u+, u−) ∈ V (q).
Quand les contraintes ne sont pas active´es, on a V (q) = Rd et ceci implique que le
coˆne normal exte´rieur correspondant est ze´ro. Dans ce cas, la force de re´action dr
s’annule car u+ = u− et on retrouve l’e´quation usuelle du mouvement q¨ = p(q, q˙, t).
Aux instants d’impact, on a, avec (6.6),
−du(ts) ∈ NV (q)(u(ts)).
La vitesse apre`s l’impact peut eˆtre de´termine´e graˆce a` une proce´dure de projection
qui utilise le lemme suivant:
Lemme 2 (Moreau). Soient x et z deux vecteurs dans un espace vectoriel Euclidien
E. Soient V un coˆne convexe ferme´ de E et NV le coˆne normal exte´rieur a` V . Le
lemme des deux coˆnes s’e´nonce alors:
x− z ∈ −NV (x) ⇐⇒ x = proj(z, V ).
Dans ce lemme, proj(x, V ) de´signe la projection de x sur V . Ainsi, a` l’aide du lemme
des deux coˆnes de Moreau, on peut de´terminer la vitesse apre`s l’impact:
u+ = −e u− + (1 + e) proj(u−, V (q)). (6.9)
Il en de´coule que, quand il y a contact, le vecteur u(ts) peut eˆtre obtenu comme le
vecteur le plus proche du vecteur de la vitesse avant impact u−(ts) dans V (q(ts)).
On a existence et unicite´ de solutions locales analytiques tant que p(u, q, t) est analy-
tique. Si, de plus, p croit au plus line´airement ‖p(q, q˙, t)‖ ≤ l(t)(1 + ‖q˙‖ + ‖q‖), alors
la solution est globale et la dynamique est de´termine´e pour tout temps t ∈ I. Ces
re´sultats sont dus a` Ballard [14].
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6.3 Un algorithme de simulation nume´rique
On note qc les ddl qui peuvent avoir contact avec un obstacle rigide tel que q = (q˜, q
c) ∈
R
N , et respectivement u = (u˜, uc), p = (p˜, pc). E´videmment, les ddl non soumis a` des
contraintes ge´ome´triques doivent ve´rifier u˜ = u˜− = u˜+ pour tous t ∈ I. Dans la suite,
on va prendre qc ∈ R afin de simplifier les notations. Pour le proble`me avec jeu, les
contraintes ge´ome´triques prennent la forme
h(q) = |qc| − β ≤ 0, β > 0. (6.10)
On peut e´crire l’e´quation (6.10) a` l’aide de deux fonctions re´gulie`res q → hα(q), α =
1, 2, telles que
h1(q) = q
c − β, et h2(q) = −qc − β, β > 0.
Un algorithme conceptuellement simple consiste a` utiliser le sche´ma d’inte´gration nu-
me´rique standard pour les intervalles de temps re´guliers entre impacts et de de´tecter
les instants de contact par un test. De`s que les contraintes sont viole´es, il faut de´ter-
miner l’instant exact du contact, appliquer la loi d’impact et reprendre l’inte´gration
nume´rique a` ce point. L’inconve´nient majeur de cette proce´dure est le temps de calcul.
L’inte´gration temporelle doit eˆtre arreˆte´e a` chaque instant ou` s’e´tablit un contact et de
ce fait, le pas de temps n’est pas constant. Remarquons e´galement que l’utilisation de
sche´mas d’ordre e´leve´ n’est pas e´vident puisqu’on doit s’attendre a` des discontinuite´s
des vitesses. Aussi, on propose d’utiliser directement la discre´tisation de l’inclusion
diffe´rentielle (6.7).
6.3.1 Discre´tisation de l’inclusion diffe´rentielle
L’inclusion diffe´rentielle (6.7) peut eˆtre discre´tise´e comme suit [62]:
(tni+1 − tni ) p(tni+1, qni+1, uni+1)− (uni+1 − uni ) ∈ NV (qni+1)(wni+1), (6.11)
ou` l’intervalle de temps a e´te´ de´coupe´ aux instants tni et les fonctions approchantes q
n
et un sont de´finies par les valeurs qni = q(t
n
i ) et respectivement
uni = u
+(tni ) = u
−(tni+1).











L’indice n de´note ici la discre´tisation de l’intervalle de temps en n sous-intervalles. Cet
indice sera omis dans les paragraphes suivants afin d’alle´ger les notations. Par ailleurs,







i + (1− k)uni+1.
Sachant que le coˆne NV est inchange´ par multiplication avec une constante, on peut
e´crire
(1− k)∆t pi+1 − (1− k)(ui+1 − ui) ∈ NV (qi+1)(kui + (1− k)ui+1),
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ui + (1− k)∆t pi+1, V (qi+1)
)
. (6.12)
On en de´duit finalement l’expression de la vitesse a` droite
ui+1 = (1− k)−1(wi+1 − kui).
The´ore`me 6 ([69][14]). On suppose que la fonction des forces p(u, q, t) donne´e est
continue, borne´e sur I× Rd et que p est Lipschitz continu par rapport a` u. Alors la
suite (un, qn) posse`de une sous-suite qui converge point par point et uniforme´ment vers




u = Av(u+, u−) est solution du proble`me.
On remarque que le the´ore`me pre´ce´dent (the´ore`me 6) reste valable si on admet des
impacts multiples mais si ces impacts multiples sont orthogonaux [14]. Dans ce cas,
on introduit l’ensemble de contraintes actives pour la configuration q comme
J(q) = {α ∈ {1, . . . ,m} : hα(q) = 0}.
Le coˆne de vitesses a` droite admissibles s’e´crit alors
V (q) =




6.3.2 Sche´ma nume´rique pour le proble`me de contact
En plus de la discre´tisation de l’inclusion diffe´rentielle, il reste a` expliciter la discre´ti-
sation de la relation q(t) = q(t0) +
∫ t
t0
u(s) ds. Dans ce travail, on a choisi le sche´ma
implicite
qi+1 = qi + 1/2∆t (ui + ui+1),
car il s’est ave´re´ stable pour les e´quations conside´re´es. D’autres auteurs proposent
d’utiliser plutoˆt le sche´ma plus simple
qi+1 = qi +∆t ui,
mais ce sche´ma explicite n’est stable que dans de rares cas. Une version modifie´e est
propose´e par exemple dans [73], ou` la force p est e´value´e a` un instant interme´diaire
tm = ti + 1/2∆t tel que pm = p(tm, qm, ui) avec qm = qi + 1/2∆t ui. On obtient ainsi
l’expression
qi+1 = qm + 1/2∆t ui+1,
mais ce sche´ma a e´te´ instable pour notre type d’e´quations (en effet, c’est e´galement
un sche´ma explicite).
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En re´sume´, le sche´ma suivant, fonde´ sur une discre´tisation de l’inclusion diffe´rentielle
(e´quation (6.11)), permet une simulation temporelle de la dynamique avec contacts
possibles, ceux-ci e´tant dus a` un jeu:
On constate d’abord que, tant que hα(qi+1) < 0, α = 1, 2, le coˆne est l’espace entier
V (qi+1) = R
d et ainsi ui+1 = ui +∆t pi+1. Si maintenant hα(qi+1) ≥ 0, on a
V (qi+1) = {Rd−1 × R−}
quand le contact α = 1 est re´alise´. Ensuite, on peut distinguer les deux cas suivants:
i) uci + (1− k)∆t pci+1 < 0 : la projection sur V (qi+1) donne
wi+1 = ui + (1− k)∆t pi+1
tel que
ui+1 = (1− k)−1(wi+1 − kui) = ui +∆t pi+1.
ii) uci + (1− k)∆t pci+1 ≥ 0 : alors
wi+1 =
(












Si le contact α = 2 est re´alise´, on a
V (qi+1) = {ν = (ν1, . . . , νd) ∈ Rd | νd ≥ 0},
et la projection s’effectue de manie`re e´quivalente a` la proce´dure utilise´e pour le contact
α = 1.
6.4 Commentaires
Dans ce travail, la mode´lisation du proble`me de contact dans ce travail est fonde´e sur
la loi d’impact de Moreau. En effet, dans les anne´es 80, Moreau [71] a e´te´ parmi les
premiers a` de´velopper des formulations mathe´matiques permettant de traiter des pro-
ble`mes me´caniques avec prise en compte de chocs ine´lastiques. D’autres investigations,
concernant tout autant les chocs ine´lastiques qu’e´lastiques ont e´te´ entreprises depuis
par plusieurs auteurs. Un grand nombre de travaux concerne l’e´tude de l’existence et
de l’unicite´ d’une solution pour des proble`mes issus de la me´canique ([14],[70],[96]). Des
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re´sultats plutoˆt ge´ne´raux ont e´te´ obtenus re´cemment par Ballard [14] mais l’unicite´
des solutions ne semble pas toujours garantie.
Ici, le cas d’une seule contrainte (bilate´rale) a e´te´ traite´. La situation est plus com-
plexe si des contacts multiples sont admis car, dans ce cas, on peut trouver d’autres
lois d’impact qui sont consistantes autant d’un point de vue ge´ome´trique qu’e´nerge´-
tique [79]. Dans tous les cas, plusieurs mode´lisations d’un contact sans frottement sont
possibles: d’une part, l’impact peut eˆtre mode´lise´ comme un choc ine´lastique de ma-
nie`re a` ce que la vitesse d’impact tangentielle soit conserve´e alors que la composante
normale a` la paroi n’est pas re´fle´chie. D’autre part, un choc parfait e´lastique repre´sente
une re´flexion comple`te alors que, dans le cas interme´diaire d’un choc e´lastique impar-
fait, on a une re´flexion partielle selon la loi de Newton qui de´pend d’un coefficient
de restitution. C’est le coefficient de restitution qui de´crit cette perte d’e´nergie due
aux de´formations plastiques et a` la transformation d’e´nergie en ondes. Le coefficient
de restitution de´pend ainsi de la configuration, de la forme des corps ainsi que de la
nature du mate´riau. Meˆme dans les cas les plus simples, le coefficient de restitution
n’est pas connu a priori. Certains auteurs ont tente´ de le de´duire de donne´es expe´ri-
mentales pour des cas tre`s pre´cis [78], [52], [99]. Ne´anmoins, des me´thodes ge´ne´rales
pour sa de´termination ne sont pas disponibles.
6.5 Application a` la maquette avec jeu
Dans notre mode`le, le jeu est mode´lise´ par une lame qui se de´place entre deux bute´es
rigides (voir figure 6.4 pour le mode`le e´le´ments finis et figure 6.5 pour la repre´sen-
tation sche´matique de la lame). Une maquette correspondant a` cette configuration a
fait l’objet d’une campagne de mesures a` l’ONERA [109]. Cette maquette, inspire´e
d’un empennage horizontal d’avion de transport civil, e´tait constitue´e d’une voilure a`
profil syme´trique et d’un demi-fuselage monte´s a` la paroi. L’aile e´tait e´quipe´e d’une
gouverne de bord de fuite de 30% de profondeur sur toute l’envergure. La maquette
a e´te´ calcule´e de manie`re a` ce qu’elle pre´sente une cas de flottement entre le mode de
flexion d’ensemble et le mode de rotation de gouverne.
Dans ce qui suit, on appelera mode`le nominal la configuration sans bute´e, autrement
dit le mode`le ou` la lame n’est pas limite´e dans son de´placement. Soit qc ∈ Rnc le
de´placement vertical de la lame. Si qc reste infe´rieur a` une valeur qmax, alors la rotation
de la surface de controˆle ne subit pas de force de rappel. Si les mouvements de la lame
deviennent plus importants, tels que |qc| > β, celle-ci sera bloque´e au niveau de l’une
des deux bute´es de manie`re a` ce que la surface de controˆle subisse une force de rappel
dont la raideur est caracte´rise´e par l’e´paisseur et la longueur de la lame. On a ici
trois ddl non-re´guliers, qc ∈ R3 , qui correspondent aux de´placements verticaux de
trois points distincts contenus dans le plan de la lame. Si ces ddl sont fixe´s, la libre
rotation de la gouverne est empeˆche´e. Les nœuds soumis a` cette contrainte ge´ome´trique
co¨ıncident ici avec les ddl de frontie`re qi = qc du mode`le sous-structure´. Ainsi, le




Fig. 6.4 – mode`le e´le´ments finis de la maquette avec jeu
syste`me se re´sume a` une sous-structure re´gulie`re Ωr et a` une interface (ou frontie`re)
Γ contenant les ddl non re´guliers.


















De plus, les ddl non re´guliers qc doivent respecter les contraintes |qc| ≤ β. Pour les
essais, un jeu de 0.5mm a e´te´ choisi, tel que β = 0.0005/2.




















K˜ii = Kii +K
T
riΦ.
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freeplay
Fig. 6.5 – coupe transversale sche´matique de la voilure
Remarque 11. Ces matrices peuvent eˆtre obtenues, par exemple, a` l’aide de pro-
grammation de DMAP dans le logiciel NASTRAN. En effet, en notant V = (Φ, Inc)
et W = (Ψ, 0nc×nr), ou` 0nc×nr ∈Mat(nc, nr) est une matrice nulle, on peut aise´ment




µ = ΨTMrrΨ et γ = Ψ
TKrrΨ,
sont respectivement la matrice de masse et la matrice de raideur ge´ne´ralise´es de la
sous-structure avec frontie`re fixe.
En introduisant l’expression des forces ae´rodynamiques ge´ne´ralise´es sous forme de
fraction rationnelle et en notant Y = (q, q˙, X), ou` maintenant q = (qr, qc), on obtient
l’e´quation diffe´rentielle du premier ordre suivante:
Y˙ =
 0 Inm 0−M˜−1K˜ −M˜−1C˜ −M˜−1G12ρU2







ρl2A2, C˜ = C + 1
2
ρU lA1, K˜ = K+ 1
2
ρU2A0.
Pour le proble`me de contact, on pose u = (q˙, X) = Q˙ ou` Q = (q, χ) et χ(t) =∫ t
t0
X(t)dt. Ceci permet d’e´crire (6.14) sous la forme recherche´e












Le diagramme de stabilite´ obtenu pour 5 modes souples et interface libre est donne´ sur
la figure 6.12. Les re´sultats obtenus avec le mode`le sous-structure´ par la me´thode de





  default_Deformation :
Max 7.38-01 @Nd 1018
MSC.Patran 2000 r2 19-May-05 11:52:06
Deform: Default, Mode 1:Freq.=29.545: Eigenvectors, Translational
Fig. 6.6 – premier mode de flexion, interface fixe




  default_Deformation :
Max 1.24+00 @Nd 893
MSC.Patran 2000 r2 19-May-05 11:49:34
Deform: Default, Mode 2:Freq.=42.321: Eigenvectors, Translational
Fig. 6.7 – premier mode de rotation (gouverne), interface fixe





















  default_Fringe :
Max 1.00+00 @Nd 809
Min  0. @Nd 1
MSC.Patran 2000 r2 06-May-04 10:35:49





















  default_Fringe :
Max 1.00+00 @Nd 809
Min  0. @Nd 1
MSC.Patran 2000 r2 06-May-04 10:09:32





















  default_Fringe :
Max 1.00+00 @Nd 789
Min  0. @Nd 1
MSC.Patran 2000 r2 06-May-04 10:04:10
SUBCASE 3: Displacements, Translational
Fig. 6.8 – les 3 modes statiques de liaison
Craig et Bampton, en utilisant 5 modes souples et 3 modes d’interface, (figure 6.11)
sont en accord avec la figure 6.12. Pour les deux mode`les, une instabilite´ est de´tecte´e
pour une pression critique pcrit0 = 0.426 bar, c’est la valeur critique de la configuration
nominale. La figure 6.13 donne l’e´volution des parties re´elles et des parties imaginaires
(les fre´quences propres) des valeurs propres si l’interface est fixe.
Si on conside`re maintenant le mode`le avec contraintes ge´ome´triques pour les ddl qc,
les essais ont re´ve´le´ l’existence de cycles limites qui ont e´te´ mis en e´vidence par le
calcul avec le mode`le nume´rique de´crit dans ce paragraphe. La valeur critique pLCO0
correspondant au de´but des cycles limites est infe´rieure ou e´gale a` pcrit, ceci en fonction
des conditions initiales ainsi que du coefficient de restitution k. Ainsi, les cycles limites
peuvent se produire pour des valeurs de parame`tre infe´rieures a` la valeur critique pcrit
du syste`me nominal si l’e´cart initial par rapport a` l’e´quilibre est plus important. On
observe sur la figure 6.24 que, pour une valeur p0 donne´e, la fre´quence des cycles limites
correspond a` la fre´quence propre du premier mode du mode`le avec interface fixe.














Frame 001  19 Oct 2004  capriDes1
Fig. 6.9 – maillage ae´rodynamique du mode`le avec surface de controˆle
Comme cela est ge´ne´ralement observe´ pour les proble`mes avec jeu, le rapport entre
l’amplitude et le jeu (β) est constant pour un coefficient k constant. Par ailleurs, on
observe deux nouvelles positions d’e´quilibre: la lame reste sur la bute´e en position
haute (figure 6.22) ou, au contraire, sur celle en position basse (figure 6.23). Le choix
de l’une ou de l’autre des positions d’e´quilibre de´pend des conditions initiales. Ceci se
produit surtout pour des valeurs de p0 e´leve´es (p0 >> p
crit
0 ) pour lesquelles les cycles
limites ne semblent plus eˆtre stables).
L’e´volution des trajectoires solutions de´pend e´galement de la turbulence longitudi-
nale, lorsqu’elle est introduite dans la mode´lisation. On a conside´re´ une turbulence
constante sur toute l’envergure (celle-ci mesure un me`tre seulement). Deux re´sultats
de la simulation temporelle sont donne´s sur les figures 6.26 et 6.27.
Concernant la comparaison avec les essais, on ne connaˆıt pas exactement les conditions
initiales de l’expe´rience. La maquette a e´te´ mise en vibration par excitation exte´rieure
du premier mode (par le biais d’une palette excitatrice situe´e en bout d’aile). Ceci a
e´te´ pris en compte par une condition initiale non nulle pour la vitesse de la premie`re
coordonne´e modale dans le mode`le nume´rique. Lors de la comparaison avec les essais,
ou` p0 = 0.45bar, on trouve la meˆme fre´quence (31.5 Hz, figure 6.28) pour les cycles
limites simule´s que pour ceux obtenus lors de l’essai. Ne´anmoins, l’amplitude de la
re´ponse simule´e est beaucoup plus faible que celle mesure´e.
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Fig. 6.10 – lissage des FAG (5 modes souples et 3 modes statiques d’interface)
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Fig. 6.11 – diagramme de stabilite´, me´thode de Craig et Bampton avec 5 modes in-
ternes et 3 modes statiques de liaison

























Fig. 6.12 – diagramme de stabilite´ avec interface libre, 5 modes
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Fig. 6.13 – diagramme de stabilite´ avec interface fixe, 5 modes





























Fig. 6.14 – re´ponses modales et trajectoire de qc pour p0 = 0.21
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Fig. 6.15 – re´ponses modales et trajectoire de qc pour choc ine´lastique


















LCO first eigenmode, k=0.0

















Fig. 6.16 – plan des phases pour les deux premiers modes
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Fig. 6.17 – re´ponses modales et trajectoire de qc pour k = 0.25
















LCO first eigenmode, k=0.25














LCO second eigenmode, k=0.25
Fig. 6.18 – plan des phases pour les deux premiers modes
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Fig. 6.19 – re´ponses modales et trajectoire de qc pour un choc parfaitement e´lastique
















LCO first eigenmode, k=0.5














LCO second eigenmode, k=0.5
Fig. 6.20 – plan des phases pour les deux premiers modes
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Fig. 6.21 – transforme´es de Fourier des re´ponses modales et de qc































Fig. 6.22 – position d’e´quilibre: lame sur la bute´e haute
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Fig. 6.23 – position d’e´quilibre: lame sur la bute´e basse















Fig. 6.24 – fre´quence des cycles limites
et fre´quence propre du mode`le a` inter-
face fixe

























Fig. 6.25 – rapport jeu/amplitude pour
le mode 1 en fonction de k
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Fig. 6.26 – re´ponse avec 10% de turbulence





























Fig. 6.27 – re´ponse avec 20% de turbulence
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Fig. 6.28 – de´placement du nœud 893 (emplanture gouverne) et de qc
6.5.2 Conclusions et remarques
On observe que le sche´ma nume´rique permet de bien respecter les contraintes: la loi de
contact est rarement viole´e, et de peu (par exemple figures 6.17 et 6.15). La pre´cision
du sche´ma d’approximation nume´rique n’est pas suffisante pour des pas de temps trop
e´leve´s. Pour notre proble`me, les contacts sont tre`s localise´s. Par ailleurs, on est amene´
a` des re´solutions sur des plages de temps tre`s importantes par rapport a` la dure´e des
impacts. Il serait alors utile d’enrichir la re´solution en utilisant un sche´ma en temps
d’ordre plus e´leve´ entre les instants d’impacts.
Pour une valeur p0 donne´e, la fre´quence des cycles limites correspond a` la fre´quence
propre du premier mode du mode`le avec interface fixe (figure 6.24), ce qui correspond
aux observations lors des essais. Plus particulie`rement, on a trouve´ la meˆme fre´quence
pour les cycles limites simule´s que pour les cycles limites observe´s lors de l’essai. Ne´an-
moins, l’amplitude de la re´ponse simule´e est beaucoup plus faible que celle mesure´e
sur la maquette. Ceci pourrait eˆtre duˆ a` des effets de nature ae´rodynamique non pris
en compte dans la mode´lisation des forces ae´rodynamiques.
Il est a` noter que la re´ponse, et notamment le parame`tre critique pour l’apparition de
cycles limites, de´pend des conditions initiales. Par ailleurs, on a observe´ deux nouvelles
positions d’e´quilibre ou` la lame reste sur la bute´e haute ou sur la bute´e basse. Ces
e´quilibres n’ont pas e´te´ observe´s quand le jeu e´tait mode´lise´ par un ressort non line´aire.
L’amplitude des cycles limites, s’ils apparaissent, de´pend de la valeur du coefficient
de restitution k qui de´termine les vitesses apre`s l’impact (figure 6.25), mais elle ne
de´pend pas de la condition initiale. En pre´sence d’un bruit ale´atoire multiplicatif, la
solution de´pend e´galement de celui-ci.
Remarquons que l’introduction de la turbulence par tranches dans un mode`le avec
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jeu est possible en conside´rant trois degre´s de liberte´ par tranche comme cela est
repre´sente´ sur la figure 2.7. L’envergure de la maquette e´tudie´e ici n’est cependant pas
assez importante pour justifier cette me´thode.
6.6 Stabilite´ d’un point fixe
6.6.1 Stabilite´ locale
Conside´rons le syste`me dynamique line´aire sans force exte´rieure, et non soumis a` des
contraintes ge´ome´triques (c’est le syste`me nominal). L’e´quation du mouvement de ce
syste`me peut s’exprimer comme e´quation diffe´rentielle du premier ordre (6.15), qu’on
note ici
Y˙ = AY, Y (0) = Y0. (6.16)
La question de la stabilite´ locale de (6.16) est triviale. On peut de´terminer si le syste`me
est stable localement ou non par les outils de l’analyse line´aire classique. Ainsi, le
syste`me nominal (sans contraintes) est asymptotiquement stable par rapport au seul
point fixe donne´ par Y
.
= 0 si toutes les parties re´elles des valeurs propres de la
matrice A sont ne´gatives (voir la de´finition de la notion de stabilite´ au §4.3). Si on
conside`re maintenant le proble`me avec contraintes, on peut affirmer que le point fixe
Y
.
= 0 de l’e´quation avec contraintes est (asymptotiquement) stable si le point fixe du
syste`me line´aire (6.16) est (asymptotiquement) stable. Ceci se de´duit directement de
la de´finition de stabilite´ §4.3. Il est important de remarquer que, pour le syste`me avec
contraintes, la stabilite´ n’est pas globale comme elle l’est pour le proble`me re´gulier
(autonome). En effet, la stabilite´ du syste`me de´pend de la condition initiale et donc
de l’e´cart par rapport a` l’e´quilibre.
6.6.2 Remarques sur l’exposant de Lyapunov pour un syste`me dy-
namique non re´gulier
Les me´thodes couramment utilise´es pour l’e´tude de la stabilite´ de syste`mes dynamiques
sont e´troitement lie´es a` une me´thode de line´arisation. Or, ceci requiert une certaine
re´gularite´. Dans [61], le concept de l’exposant de Lyapunov a e´te´ e´largi aux syste`mes
dynamiques (de´terministes) non re´guliers a` la condition qu’il existe un cocycle, c’est-
a`-dire une application T : [0,∞[×Rd →Mat
R
(d× d), telle que, pour t0 = 0:
T (t+ s, y0) = T (t, φ(s, y0)) ◦ T (s, y0) pour t, s ∈ [0,∞[, y0 ∈ Rd ,
ou` on a note´ φ(t, y0) le flot re´gulier entre les temps d’impact tc. Dans un contexte ou`
φ est un flot line´aire tel que φ(t, y0) ≡ φ(t)y0 on peut alors de´finir
T (t) =
{
φ(t) t 6= tis,
Λi(lims→tis
− T (s)) t = tis,
(6.17)
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ou` les tis sont les temps d’impact conse´cutifs et Λi les matrices de transition.






qui est toujours appele´e exposant de Lyapunov, de´crit alors le comportement des
trajectoires, et en particulier, l’e´volution de petites perturbations par rapport a` un
point fixe.
Par ailleurs, dans [61] on montre que, s’il existe une mesure ergodique invariante,
alors il existe un nombre fini d’exposants de Lyapunov λ1, . . . , λn et la quantite´ (6.18)
correspond a` l’un d’eux.
Dans notre cas, Λ est une matrice diagonale qui ne de´pend pas du temps d’impact tic.
Si on conside`re par exemple un impact parfaitement e´lastique, elle s’e´crit diag(Λ) =
(1, . . . ,−1, −1, −1, 1, . . . , 1). Le flot associe´ a` l’e´quation (6.16) est line´aire entre les
instants d’impact tel que la re´solvante s’e´crive φ(t) = eAt. Ainsi, on peut e´crire:
T (t) =
{






Si on conside`re le syste`me perturbe´ par un bruit ale´atoire, la matrice A de l’e´quation
(6.16) devient ale´atoire telle que A ≡ A(ξt). Dans ce cas, le flot line´aire ale´atoire entre




120 VERS UNE MODE´LISATION PLUS RE´ALISTE DU JEU
121
Conclusions
Dans ce travail de recherche, nous avons de´veloppe´ des me´thodes d’analyse permettant
d’e´tudier la stabilite´ des ae´ronefs en pre´sence d’un bruit ale´atoire de type multiplicatif.
Une proce´dure nume´rique efficace pour l’e´tude de la stabilite´ a e´te´ de´veloppe´e. Celle-
ci peut eˆtre utilise´e avec les codes aux e´le´ments finis et les codes standards pour
l’ae´rodynamique. Ainsi, la me´thodologie propose´e peut facilement eˆtre inte´gre´e dans
les logiciels industriels.
D’autre part, une mode´lisation mathe´matique et nume´rique pour des structures com-
portant des non-re´gularite´s tel un jeu a e´te´ pre´sente´e.
En ce qui concerne le syste`me ae´roe´lastique, on a discre´tise´ la partie structure par la
me´thode des e´le´ments finis. Un mode`le re´duit structural a ensuite e´te´ construit par
synthe`se modale. Les forces ae´rodynamiques ge´ne´ralise´es qui s’appliquent a` la structure
peuvent eˆtre de´termine´es par la me´thode des doublets (dans le domaine subsonique)
ou par les e´quations d’Euler line´arise´es. Le mode`le d’e´tat est construit en utilisant
une approximation par un minimum de variables d’e´tat des forces ae´rodynamiques
ge´ne´ralise´es.
On a mode´lise´ la turbulence atmosphe´rique par un processus stochastique gaussien
stationnaire centre´. Ainsi, la vitesse de l’e´coulement est mode´lise´e par un processus
ale´atoire, somme d’une vitesse moyenne constante et de la composante longitudinale
de la turbulence atmosphe´rique. Dans ce cadre, le syste`me ae´roe´lastique peut eˆtre
mode´lise´ par une e´quation diffe´rentielle ale´atoire, c’est-a`-dire une e´quation diffe´rentielle
ordinaire excite´e par un bruit multiplicatif. La composante verticale de la turbulence
agit comme une force exte´rieure et introduit ainsi un bruit additif. On remarque que
la turbulence verticale n’influence pas la stabilite´ d’un syste`me avion-ae´rodynamique
line´aire. Dans ce cas de figure, le point fixe du syste`me couple´ est transforme´ en une
unique solution stationnaire. Ne´anmoins, en pre´sence de non-line´arite´s (structurales),
un bruit additif peut avoir une influence sur la stabilite´.
Afin de prendre en compte la longueur de corre´lation de la composante longitudinale
de turbulence, on a de´veloppe´ une formulation de l’ae´rodynamique par tranches de
la voilure. Le champ de la turbulence longitudinale peut eˆtre discre´tise´ par rapport
aux points de re´fe´rence sur ces tranches de manie`re a` ce qu’on obtienne un proces-
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sus stochastique vectoriel. Les composantes de ce processus vectoriel, qui mode´lise la
turbulence longitudinale, s’appliquent aux tranches de la voilure. Les processus sto-
chastiques utilise´s ayant de bonnes proprie´te´s, il nous a e´te´ possible de construire leurs
trajectoires a` partir des seules donne´es des densite´s spectrales matricielles. Nous avons
utilise´ la me´thode de markovianisation qui repose sur la the´orie de filtrage des proces-
sus ge´ne´ralise´s. Elle permet d’obtenir des re´alisations markoviennes des processus a`
spectre rationnel, c’est-a`-dire qu’elle permet d’exprimer un processus comme solution
d’une e´quation diffe´rentielle stochastique. Dans ce travail, on a utilise´ les spectres de
von Karman (qui peuvent eˆtre approche´s par des spectres rationnels) en combinaison
avec une fonction de corre´lation spatiale de forme exponentielle afin de construire les
matrices de densite´ spectrale.
Le proble`me ae´roe´lastique a alors pu eˆtre mode´lise´ par une e´quation diffe´rentielle ale´a-
toire. Dans le cadre des syste`mes dynamiques ale´atoires, le the´ore`me ergodique d’Ose-
ledets nous fournit des outils qui sont similaires a` ceux de l’alge`bre line´aire pour les
syste`mes dynamiques classiques. En particulier, on a pu e´tudier la stabilite´ de ces sys-
te`mes a` l’aide du plus grand exposant de Lyapunov qui donne le taux de (de´-)croissance
du syste`me dynamique sous-jacent.
La taille et la complexite´ des mode`les conside´re´s (et ceci malgre´ les re´ductions de
mode`le effectue´es) ne nous a pas permis d’obtenir des expressions analytiques pour
le plus grand exposant de Lyapunov. Ne´anmoins, il est possible de l’approcher par
simulation nume´rique en construisant des trajectoires du processus solution de l’EDA.
Comme les trajectoires du bruit sont suffisamment re´gulie`res, des me´thodes classiques
d’inte´gration nume´rique peuvent eˆtre utilise´es. Dans ce travail, on a utilise´ la me´thode
de Runge Kutta d’ordre 4 qui est tre`s utilise´e en ae´roe´lasticite´. Cependant, afin d’e´vi-
ter des proble`mes nume´riques lors des simulations de trajectoires qui (de´-)croissent
exponentiellement, on a du utiliser un sche´ma re´cursif propose´ par Talay.
Les me´thodes de´veloppe´es ont e´te´ applique´es a` un profil bidimensionnel d’aile d’avion
ainsi qu’a` un mode`le simplifie´ d’avion civil gros-porteur. Dans la mode´lisation du profil
bidimensionnel, une non-line´arite´ (repre´sentant un jeu dans la liaison aile-gouverne) a
e´galement e´te´ prise en compte par le moyen d’un ressort non line´aire. On a pu constater
que le bruit ale´atoire influence la valeur critique du parame`tre qui s’abaisse a` mesure
que l’intensite´ du bruit augmente. Pour des intensite´s de turbulence tre`s importantes
(et donc peu re´alistes), le syste`me peut meˆme devenir instable pour toute la gamme
des valeurs du parame`tre. Cependant, la longueur de corre´lation de la turbulence
longitudinale ne semble pas avoir une influence sur la stabilite´. Ceci devra eˆtre ve´rifie´
pour d’autres configurations. D’autre part, il semble que de tre`s faibles intensite´s de
turbulence peuvent apporter un effet stabilisateur au syste`me ae´roe´lastique. Dans le
cas du profil bidimensionnel, on a pu observer que le bruit additif empeˆche l’occurrence
d’une bifurcation et, par conse´quent, l’apparition d’oscillations de cycles limites.
Dans une deuxie`me partie de la the`se, on a cherche´ a` mieux repre´senter le jeu par une
non-re´gularite´, en l’occurrence une contrainte ge´ome´trique pour certains ddl. Dans ce
cadre, on a mode´lise´ les structures ae´roe´lastiques tri-dimensionnelles avec jeu par des
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syste`mes dynamiques non re´guliers en faisant intervenir les me´thodes de la me´canique
du contact. On a pre´sente´ une me´thode de sous-structuration qui permet d’isoler les
degre´s de liberte´ non re´guliers sujets a` des contacts. Le proble`me de contact a pu
ensuite eˆtre formule´ selon la the´orie introduite par Moreau au de´but des anne´es 80
et dont la discre´tisation nous a fourni un algorithme nume´rique efficace avec un pas
de temps constant. Une maquette repre´sentant une non-line´arite´ de jeu a e´te´ teste´e
a` l’ONERA. Nous avons applique´ les algorithmes de´veloppe´s ici a` un mode`le aux
e´le´ments finis recale´ sur cette maquette.
En ce qui concerne l’algorithme utilise´ pour l’inte´gration temporelle, il faut remarquer
que sa pre´cision peut eˆtre insuffisante pour un pas de temps trop grossier. Pour y
reme´dier, on pourrait envisager d’utiliser le sche´ma de Runge Kutta d’ordre 4 pour
l’inte´gration entre les temps d’impact ou` le syste`me a un comportement re´gulier. Pour
le syste`me avec contraintes, la stabilite´ n’est pas globale comme elle l’est pour le
proble`me re´gulier (autonome). Le comportement (asymptotique) du syste`me de´pend
en effet de la condition initiale, c’est-a`-dire de l’e´cart par rapport a` l’e´quilibre. En
particulier, si le syste`me nominal (sans contraintes ge´ome´triques) est stable, alors le
syste`me soumis a` des non-re´gularite´s est stable seulement si l’e´cart par rapport a` la
solution ze´ro est tre`s petit.
Perspectives pour de futures recherches On peut, a` partir de ce travail, sugge´rer
trois de´veloppements possibles pour de futures recherches:
La mode´lisation des forces ae´rodynamiques propose´e ici pourrait eˆtre ame´liore´e par
un de´veloppement de me´thodes de re´duction du mode`le ae´rodynamique, plus spe´ciale-
ment de´die´es au proble`me avec turbulence atmosphe´rique. Afin d’alimenter ces futurs
mode`les, il serait opportun d’effectuer des calculs CFD pour un fluide avec turbu-
lence dans l’e´coulement amont. Une meilleure compre´hension pourrait e´galement eˆtre
obtenue a` l’aide d’essais en souﬄerie de ces configurations.
Il serait inte´ressant d’e´tudier les probabilite´s de de´passement d’un seuil d’amplitude
de re´ponse structurale, car meˆme si le syste`me dynamique ale´atoire mode´lisant le pro-
ble`me avec excitation multiplicative est stable, il peut y avoir des amplitudes impor-
tantes et proble´matiques avant que la re´ponse ne tende, a` long terme, vers la solution
ze´ro. Par ailleurs, il serait important de pouvoir estimer un intervalle de confiance pour
les approximations du plus grand exposant de Lyapunov. Ceci permettrait de mieux
connaˆıtre la dure´e de simulation ne´cessaire pour une pre´cision souhaite´e.
Enfin, l’e´tude du proble`me de stabilite´ avec non-re´gularite´ structurale pourrait eˆtre
plus approfondie. Nous avons propose´ une me´thode de mode´lisation pour ce proble`me
mais le comportement asymptotique de la re´ponse du mode`le avec jeu de´pend de la
condition initiale. Ainsi, la stabilite´ n’est pas globale et l’information qu’on peut tirer









Soit l’e´quation diffe´rentielle ordinaire non line´aire
x˙ = f(x) ∈ Rd , x(0) = x0, (A.1)
ou` f : Rd → Rd est une application C1 de´finie sur O, un ouvert de Rd . Pour chaque
x0 ∈ O, l’e´quation (A.1) admet une unique solution φ(t, x0) telle que φ(0, x0) = x0.
L’application (t, x)→ φ(t, x) est appele´e le flot associe´ a` l’e´quation (A.1) ou au champ
de vecteurs f . L’application φ(t, x) ve´rifie alors la proprie´te´ bien connue
φ(t+ s) = φ(s, φ(t))
.
= φ(s) ◦ φ(t),
avec la notation φ(t)
.
= φ(t, ·). On appelle point fixe ou point d’e´quilibre de l’e´quation
(A.1) tout point x dans O ve´rifiant f(x) = 0. Bien e´videmment, tout point d’e´quilibre
ve´rifie φ(t, x¯) = x¯, d’ou` le terme point fixe.
A.1 Stabilite´ de syste`mes line´aires
Conside´rons d’abord le cas d’un syste`me dynamique line´aire:
x˙ = Ax ∈ Rd , x(0) = x0. (A.2)
La solution du syste`me diffe´rentiel (A.2) est donne´e par x(t, x0) = e
Atx0, ou` l’ex-
ponentielle de matrice eAt est appele´e matrice fondamentale ou encore re´solvante de
l’e´quation (A.2). Les sous-espaces propres Ei de l’ope´rateur line´aire A de´finissent les
sous-espaces invariants du flot φ = eAt. Il existe trois types de sous-espaces
– le sous-espace stable Es engendre´ par les vecteurs propres de A correspondant
aux valeurs propres a` partie re´elle strictement ne´gative,
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– le sous-espace centre´ Ec engendre´ par les vecteurs propres de A correspondant
aux valeurs propres a` partie re´elle nulle,
– le sous-espace instable Eu engendre´ par les vecteurs propres de A correspon-
dant aux valeurs propres a` partie re´elle strictement positive.
Ces sous-espaces sont tels que
R
d = Es ⊕Ec ⊕Eu.
Si la valeur initiale se trouve dans le sous-espace stable Es, alors la solution restera
dans Es et l’amplitude de la re´ponse de´croˆıt exponentiellement. Si la trajectoire s’initie
dans le sous-espace instable Eu, elle croˆıt exponentiellement. Les solutions se trouvant
dans Ec oscillent a` amplitude constante ou restent constantes si la partie imaginaire
de la valeur propre est e´galement nulle.
Ainsi, le syste`me line´aire est stable si toutes les parties re´elles des valeurs propres sont
ne´gatives.
A.2 Stabilite´ de syste`mes dynamiques non line´aires
Soit Df(x) = [∂fi/∂xj ], i, j = {1, . . . , d}, la matrice jacobienne de f au point x.
Le the´ore`me de Grobman-Hartman permet l’e´tude de la stabilite´ des solutions de
l’e´quation (A.1) dans un voisinage du point fixe x¯. Il dit que, si le syste`me line´arise´
autour du point fixe x¯ est stable, alors le syste`me non line´aire est e´galement stable
dans un voisinage du point fixe.
The´ore`me 7 (The´ore`me de Grobman-Hartman). Si Df(x) n’a pas de valeur
propre a` partie re´elle nulle (on dit aussi que le point fixe est hyperbolique), alors il
existe un home´omorphisme h de´fini dans un voisinage de x tel que le flot h ◦ φt, φ
e´tant le flot non line´aire, prenne localement les meˆmes trajectoires que le flot line´aire
eDf(x)t. Par ailleurs, h peut eˆtre choisi de fac¸on que le sens de la parame´trisation en
temps des trajectoires soit pre´serve´.
On parle de the´ore`me de Grobman-Hartman local s’il existe un home´omorphisme h




Soit le processus de Wiener normalise´ W (t), de´fini sur (Ω, A, P ), indexe´ sur R+ a`
valeurs dans Rd .W (t) est un processus gaussien, du second ordre, centre´, a` trajectoires
continues p.s. De plus, il ve´rifie les proprie´te´s suivantes:
– les processus (W1(t), . . . ,Wd(t)) sont inde´pendants dans leur ensemble
– W (0) = 0 p.s.
– pour tout 0 ≤ t ≤ t′, l’accroissement ∆Wt,t′ =Wt′ −Wt est une v.a. gaussienne,






= (t′ − t)I
– ses accroissements ∆Wt,t′ sont inde´pendants et stationnaires
Par ailleurs, la de´rive´e au sens des processus ge´ne´ralise´s du processus de Wiener nor-
malise´ est le bruit blanc gaussien normalise´ W˙ = N∞.
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Annexe C
Calcul de l’exposant de
Lyapunov par projection sur
l’hypersphe`re
On se place maintenant dans le cadre de l’analyse stochastique d’e´quations diffe´ren-
tielles stochastiques ou ale´atoires. Les de´veloppements de´crits dans ce paragraphe per-
mettent, d’une part, d’obtenir des re´sultats sur l’existence et l’unicite´ de l’exposant
de Lyapunov, et d’autre part, ils permettent d’aboutir a` une formule analytique pour
le calcul du plus grand exposant de Lyapunov d’e´quations line´aires. L’ide´e de Khas-
minskii [56] e´tait d’exprimer la solution de l’EDS a` l’aide de coordonne´es polaires car
seule la partie radiale est ne´cessaire pour de´crire l’e´volution de la norme des solutions
et c’est elle qui de´termine le plus grand exposant de Lyapunov. Furstenberg a abouti




= xt(ω, x0) ∈ Rd les trajectoires solution d’une EDA donne´e par l’e´quation
(4.3). La projection de la solution sur l’hypersphe`re Sd−1 = {x ∈ Rd | ‖x‖ = 1}
(en dimension deux c’est le cercle unite´), permet d’e´tudier le comportement radial et
angulaire inde´pendamment. En posant s(t) = xt/‖xt‖ ∈ Sd−1, s0 = x0/‖x0‖ et r(t) =
‖xt‖ ∈ R+ , r0 = ‖x0‖, on obtient les e´quations suivantes pour le cas de l’excitation
par bruit re´el:
s˙t = h(A(ξt), st),
r˙t = q(A(ξt), st) rt,
avec h(ξ, s) = As− q(ξ, s)s et q(ξ, s) = sTA(ξ)s.
Le processus radial est alors donne´ par
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ξτ , sτ (s0)
)
dτ. (C.2)
S’il existe une unique loi de probabilite´ stationnaire pour la diffusion (st, ξt) sur Sd−1×
R
m il est possible de remplacer la moyenne en temps par une moyenne en probabilite´.
Arnold, Klieman et Oeljeklaus [10] ont montre´ qu’il existe une unique mesure invariante




h(ξ, ·), ξ ∈ Rm)(s) = d− 1 ∀s ∈ Sd−1.
Ici, LAh(s) de´signe l’alge`bre de Lie engendre´e par le champ de vecteur h au point
s. Cette condition est ge´ne´ralement ve´rifie´e dans les cas pratiques, et notamment les
proble`mes issus de la me´canique.




, t ≥ 0 est solution de l’EDS d’Itoˆ non line´aire
mais autonome dZt = G(Zt)dt+QdWt, Z(t0) = Z0 telle que
dZt =
(









C’est un processus de diffusion homoge`ne et gaussien si Z0 suit une loi normale ou
est constant. Le processus Zt sera stationnaire si une mesure invariante existe. Son
ge´ne´rateur est donne´ par L = G+ hT ∂∂s ou` G est le ge´ne´rateur de ξ (voir annexe D).
Si le processus ξ est ergodique, non de´ge´ne´re´ et si, de plus, la condition (H1) est ve´rifie´e,
l’ope´rateur L, qui est le ge´ne´rateur de la diffusion Zt = (st, ξt), est hypoelliptique et
par conse´quent, pour toute mesure invariante, il existe une loi de probabilite´ continue
et re´gulie`re. En outre, afin d’assurer l’unicite´, il est ne´cessaire de travailler de´sormais
sur l’espace projectif P de Sd−1 obtenu en identifiant +s et −s.
The´ore`me 8 (formule de Furstenberg-Khasminskii (bruit colore´)). S’il existe
une unique mesure de probabilite´ (stationnaire) ρ pour le processus (st, ξt) sur P×Rm ,




q(A(ξ), s) dρ ∀x0 ∈ Rd\{0} (C.3)






Ne´anmoins, l’application efficace de la formule de Furstenberg Khaminskii se limite a`
des proble`mes de petite taille car il est ne´cessaire de connaˆıtre la loi de probabilite´
ρ ce qui n’est ge´ne´ralement pas le cas. En effet, cette loi est solution de l’e´quation
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de Fokker-Planck (EFP), qui, mis a` part quelques cas tre`s particuliers, doit eˆtre re´so-
lue nume´riquement, ce qui est envisageable uniquement sur R2 . Par ailleurs, le couˆt
de l’e´valuation nume´rique de l’expression q(A(ξ), s) est en ge´ne´ral trop e´leve´. Cepen-
dant, pour des cas tre`s particuliers, la formule de Furstenberg-Khasminskii pour une
excitation par bruit blanc a pu eˆtre utilise´e comme point de de´part pour des e´tudes
asymptotiques de λmax avec petit bruit, par exemple [103] [113].
Remarque 12 (Re´gularite´ et ergodicite´ de ξ). Conside´rons le processus ξ solu-
tion de l’EDS (3.14) mode´lisant la composante longitudinale de la turbulence atmo-
sphe´rique (chapitre §3.5). Il est possible de calculer sa densite´.
















p(ξ) = p(ξ1, ξ2) = N exp(−ξ21q0q1 − ξ22q1)
est solution de cette e´quation, avec constante de normalisation N . Par ailleurs, on
peut montrer que le ge´ne´rateur G est hypoelliptique car l’alge`bre de Lie engendre´e par
les vecteurs
(
ξ2, (−q0ξ2 − q1ξ2)
)
et (0, 1) est maximale (il n’est pas elliptique puisque
Q0 est de´ge´ne´re´e), par conse´quent toutes les solutions G
∗p = 0 sont C∞. Kliemann
[57] a montre´ qu’une autre mesure C∞ ne peut pas coexister avec une mesure positive
partout. Le processus ξ est ergodique et re´gulier (et donc non de´ge´ne´re´) et, avec les
notations de §3.5, le processus mode´lisant la turbulence est donne´ par η(t) = R0 ξ1(t).
Le processus ξ e´tant gaussien et stationnaire, l’ergodicite´ peut eˆtre de´duite e´galement
de la forme de la fonction d’autocorre´lation.





De manie`re informelle, on appelle e´quation diffe´rentielle stochastique une e´quation
diffe´rentielle perturbe´e par un terme stochastique. Plus pre´cise´ment, on conside`re des
e´quations du type suivant:
dXt = f(Xt, t)dt+B(Xt, t)dWt , Xt0 = X0, (D.1)
ou` dWt est la diffe´rentielle du processus de Wiener (ou mouvement brownien). Le
processus de Wiener n’e´tant pas diffe´rentiable, l’expression (D.1) doit plutoˆt eˆtre in-
terpre´te´e au sens d’une e´quation inte´grale, a` savoir:






B(Xt, t) dWt, t0 ≤ t ≤ T.
Ne´anmoins, il reste a` construire l’inte´grale par rapport a` dW (t) afin de donner un sens
a` l’expression ∫ t
t0
B(Xt, t)dWt.
En effet, les trajectoires du processus de Wiener e´tant p.s. a` variations non borne´es
sur un intervalle fini, c’est-a`-dire qu’elles sont de longueur infinie, il n’est pas possible
de de´finir l’inte´grale par rapport a` dW (t) comme une inte´grale de Riemann-Stieltjes.
La construction de cette inte´grale est due a` Itoˆ:
De´finition de l’inte´grale stochastique d’Itoˆ Soit Wt, t ≥ 0, un processus de
Wiener unidimensionnel sur un espace probabilise´ filtre´ (Ω,F ,Ft, P ) ou` Ft, t ≥ 0, est
la suite de tribus engendre´e par Wt, une suite de sous-tribus de B. Soit (H(t))t≥0 ∈ R
un processus Ft adapte´, c’est-a`-dire que pour tout t, H(t) est mesurable par rapport
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de´finie de`s que, pour tout t ≥ 0, ∫ T0 H(s)2 ds < +∞, P-p.s.
De´finition. Soit une partition de [t0, T ] tel que t0 < t1 < . . . < tn = T et
|∆| = max1≤i≤n(ti − ti−1). On appelle inte´grale stochastique au sens d’Itoˆ la limite






quand n tend vers l’infini:
∫ T
t0









Remarque 13. Une autre de´finition possible de l’inte´grale stochastique est due a` Stra-
tonovich:









vers une limite appele´e inte´grale stochastique de Stratonovich. Ainsi, on peut e´crire:∫ T
t0










De manie`re e´quivalente, on note la diffe´rentielle au sens de Stratanovich par H(t) ◦
dW (t).
Remarquons e´galement que la valeur de l’inte´grale change quand on conside`re la moyenne
entre le point a` gauche et le point a` droite, comme c’est fait ici, au lieu de conside´rer
le point a` gauche. Par contre, l’inte´grale de Stratanovich pre´sente des avantages du
point de vue du calcul diffe´rentiel, voir aussi l’annexe D.5 pour plus d’informations
sur les EDS au sens de Stratonovich et d’Itoˆ et notamment la relation entre les deux.
D.1 De´finition de l’e´quation diffe´rentielle stochastique d’Itoˆ
Soit Wt, t ≥ 0, un processus de Wiener m-dimensionnel sur un espace probabilise´
filtre´ (Ω,F ,Ft, P ) ou` Ft, t ≥ 0, est la suite de tribus engendre´e par Wt, une suite de
sous-tribus de F . On introduit le processus d-dimensionnel Xt, solution de






B(Xt, t) dWt, t0 ≤ t ≤ T, (D.2)
ou` f est une fonction a` valeurs dans Rd , et B a` valeurs dans Mat
R
(d,m).
Une solution de l’e´quation (D.2), Xt, t0 ≤ t ≤ T , est un processus continu p.s. et tel
que:
– Les accroissements du processus de Wiener Wt, t0 ≤ t ≤ T , et la v.a. X0 (la
valeur initiale) sont inde´pendants.
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– Xt , f(Xt, t) et B(Xt, t) sont Ft-mesurables pour t0 ≤ t ≤ T , (c’est-a`-dire qu’ils
sont non-anticipants).
– Les fonctions f(Xt, t) etB(Xt, t) sont telles que, avec probablite´ 1,
∫ T
t0
|f(Xt, t)| dt <
+∞ et ∫ Tt0 |B(Xt, t)|2 dt < +∞.
On peut e´crire (D.2) sous forme d’e´quation diffe´rentielle stochastique
dXt = f(Xt, t)dt+B(Xt, t)dWt , Xt0 = X0. (D.3)
L’existence et l’unicite´ de la solution de (D.3) pour sont ve´rifie´es si f et B satisfont les
conditions de Lipschitz et sont borne´es (voir, par exemple, la re´fe´rence [2] pour plus
de de´tails).
D.2 Solution stationnaire d’une EDS line´aire autonome
Soit l’e´quation diffe´rentielle stochastique d’Itoˆ line´aire
dXt = (AXt + a(t))dt+BdWt , Xt0 = X0, (D.4)












La matrice re´solvante Φ(t) de l’e´quation homoge`ne avec a(t) ≡ 0 ve´rifie Φ˙(t) = AΦ(t)
avec Φ(t0) = I et φ(t) = e
A (t−t0).
Soit a(t) ≡ 0. La solution de (D.4) est un processus gaussien stationnaire si les valeurs
propres de A sont a` parties re´elles ne´gatives et si X0 suit une loi gaussienne avec
EX0 = 0 et EX0X
T
0 = C0. La covariance pour t = t0, C0, est solution de l’e´quation de
Riccatti:
AC0 + C0A
T = −BBT .






Par ailleurs, on a
EXt+uX
T
t = C(u) =
{
eAuC0 , u ≥ 0,
C0e
ATu , u ≤ 0.
C’est a` dire que, pour obtenir une solution stationnaire, il faut prendre, pour X0, un
vecteur ale´atoire dont la loi de probabilite´ est invariante pour l’EDS et qui, de plus,
soit inde´pendant de Wt, ∀t ≥ 0.
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D.3 La solution comme processus de Markov
Une proprie´te´ importante des solutions des EDS d’Itoˆ re´side dans le fait que, sous
conditions d’existence et d’unicite´, ce sont des processus de Markov. Heuristiquement,
le processus Xt posse`de la proprie´te´ de Markov s’il est sans me´moire, c’est-a`-dire qu’a`
l’instant s, la connaissance que l’on a du processus X(t), pour t > s, n’augmente
pas si l’on rajoute des observations du processus a` des instants quelconques du passe´.
Si (D.3) satisfait les conditions d’existence et d’unicite´, alors la solution Xt est un
processus de Markov dont la distribution de probabilite´ initiale (a` l’instant t0) est la
distribution de X0 et dont la probabilite´ de transition est donne´e par
P (s, x, t,B) = P (Xt ∈ B|Xs = x) = P [Xt(s, x) ∈ B]
ou` Xt(s, x) est solution de (D.2) avec Xs = x.
Dans le cas d’une EDS line´aire avec une valeur initiale X0 gaussienne ou constante,
Xt est un processus de Markov gaussien. Si l’e´quation (D.3) est autonome, c’est-a`-
dire f(t,Xt) = f(Xt) et B(t,Xt) = B(Xt), alors la solution Xt est un processus de
Markov homoge`ne avec probabilite´ de transition stationnaire telle que P [Xt(t0, x) ∈
B] = P (t− t0, x,B).
Un processus de Markov est stationnaire si et seulement s’il existe une mesure de
probabilite´ stationnaire ρ, invariante par rapport a` P (t, x, dy) et telle que




P (t, x, dy)ρ(dx), ∀t > 0.
La mesure (ou densite´) de probabilite´ ρ est alors inde´pendante de la variable temps. Si
ρ admet une densite´ p(x)dx = ρ(dx) et si la loi de probabilite´ de x0 est p0(x) = p(x),
alors X(t) est un processus de Markov homoge`ne stationnaire. Si, par contre, la loi
de probabilite´ de la valeur initiale p(t0, x) = ρ0(x) est quelconque, alors X(t) tend, en
probabilite´ et pour t → +∞, vers un processus stationnaire Xst(t) et l’on a p(x) =
limt→∞ ρ(t, x).
D.4 La solution comme processus de diffusion et e´quation
de Fokker-Planck
Sous conditions d’existence et d’unicite´ et si f et B sont des fonctions continues par
rapport a` la variable t ou si l’EDS est autonome, alors la solution Xt est un processus
de diffusion avec matrice de diffusion σ(t, x) = B(t, x)B(t, x)T et vecteur de´rive f(x, t).
Aussi, p(x, t) ve´rifie l’e´quation de Fokker-Planck avec la condition de normalisation∫
R
d p(x)dx = 1.
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(σij(t, x) p) = 0. (D.5)
Par ailleurs, on a la condition initiale pour t→ s par valeurs supe´rieures:
lim
t↓s
p(s, x, t, y) = δ(y − x).
Dans le cas stationnaire on a ∂tp = 0 et on peut e´crire pour (D.5) G
∗p = 0. L’ope´rateur


















D.5 Relation entre l’EDS d’Itoˆ et l’EDS de Stratonovich
Si l’excitation d’une e´quation diffe´rentielle est un bruit blanc (processus de Wiener),
alors l’e´quation diffe´rentielle doit eˆtre interpre´te´e au sens d’Itoˆ.
Ne´anmoins, en ge´ne´ral, les processus mode´lisant les phe´nome`nes de la physique sont
des processus d’e´nergie finie et a` trajectoires re´gulie`res. L’excitation re´elle n’est pas un
bruit blanc mais ce qu’on appelle un bruit colore´ (on dit aussi bruit re´el). L’e´quation
diffe´rentielle peut alors eˆtre traite´e au sens des e´quations diffe´rentielles ordinaires: pour
ω fixe´, l’e´quation diffe´rentielle peut eˆtre re´solue trajectoire par trajectoire comme une
EDO non-autonome et on parle d’e´quations diffe´rentielles ale´atoires EDA.
On peut montrer que (sous certaines conditions) si on approche le bruit blanc par
un processus suffisamment re´gulier (un processus delta corre´le´ avec covariance C(t),
par exemple) alors on peut e´crire l’e´quation diffe´rentielle sous forme classique et celle-
ci tend vers une EDS au sens de Stratanovich quand on fait tendre l’excitation vers
le bruit blanc [2]. C’est pour cette raison que, pour des mode´lisations de phe´nome`nes
physiques avec une excitation large bande, on simplifie souvent le proble`me en utilisant
une formulation au sens de Stratanovich.
Il existe une formule qui relie l’EDS au sens de Stratonovich a` celle au sens d’Itoˆ. En
effet, l’e´quation diffe´rentielle de Stratonovich
dXt = f(t,Xt)dt+B(t,Xt) ◦ dWt , Xt0 = X0,
correspond a` l’EDS au sens d’Itoˆ suivante:
dXt = f˜(t,Xt)dt+B(t,Xt)dWt, , Xt0 = X0, (D.6)
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ou` i ∈ {1, . . . , d}.
L’EDS de Stratonovich peut eˆtre traite´e comme une e´quation diffe´rentielle au sens
ordinaire mais on ne dispose plus des outils du calcul d’Itoˆ. Cependant, il est possible
de ramener l’EDS au sens de Stratonovich a` une EDS d’Itoˆ par la relation (D.6). Si B
est une matrice constante telle que B(t,Xt) ≡ B, alors l’EDS au sens d’Itoˆ et celle au
sens de Stratonovich co¨ıncident.
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Annexe E
Estimateur de la densite´
spectrale
Afin d’e´tudier la solution d’une EDS (voir chapitre 5), on a e´te´ amene´ a` construire un
estimateur de la densite´ spectrale Sx des trajectoires issues de la simulation nume´rique
des trajectoires. Dans ce qui suit, la construction de ces estimateurs est de´crite.
On suppose que la mesure spectrale matricielle du processus vectoriel X(t) admet une
densite´ ω → Sx(ω) : R → MatC (d, d) qui est a` support compact ΣL = [−ωL, ωL]
avec ωL > 0. Le the´ore`me de Shannon indique comment il faut e´chantillonner la
coordonne´e t d’un processus stationnaire afin d’obtenir sa repre´sentation discre`te: ∆t =
π/ωL. Les bornes du domaine temporel sur lequel on e´chantillonne sont donne´es par
la discre´tisation temporelle et on note TL = [0, T ] ou` T = NT∆t. Par conse´quent, le
pas de fre´quence est donne´ par ∆ω = 2ωL/NT .
On appelle K le nombre de simulations de trajectoires re´alise´es. La dure´e des signaux





ou` 1[0,T ] est la fonction indicatrice sur l’intervalle de temps T . C’est une feneˆtre tempo-
relle d’e´nergie normalise´e. Pour tout l, j ∈ {1, . . . , d} et pour tout ω ∈ ΣL l’estimateur










j (ω), k = {1, . . . ,K},







Cet estimateur est biaise´, car en effet
E (SK,Tlj (ω)) = ([Sx(ω)]lj ∗GT )(ω),
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ou` ∗ de´signe le produit de convolution, mais il est asymptotiquement sans biais
lim
T→∞
E (SK,Tlj (ω)) = [Sx(ω)]lj .












pour plus de de´tails, le lecteur peut se reporter a` [101].
Par ailleurs, afin de pouvoir utiliser un algorithme de transforme´e de Fourier rapide,
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